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PRZEDMOWA

“Analiza czestotliwosciowa sygnatow - zbiér zadan” jest przeznaczona dla
stuchaczy wydzialéw elektrycznych, a w szczeg6lnosei dla kierunku studiow
“Elektronika i Telekomunikacja”. Autor ma nadziejg, ze zbidr ten bedzie
réwhiez stanowié pomoc dydaktyczna dla pracownikéw prowadzacych zajecia
zwigzane z teorig i przetwarzaniem sygnatéw, bo odpowiednie polskie podre-
czniki takich zadan nie zawieraja. '

Prezentowane zadania i problemy Autor od wielu juz lat wykorzystuje
w zajeciach dotyczacych teorii sygnatéw oraz podstaw modulacji i detekcji
prowadzonych przez niego dla studentéw 11 i 111 roku specjalnosci “Telekomu-
nikacja” na Wydziale Elektrotechniki, Automatyki i Elektroniki Akademii
Gérniczo-Hutniczej w Krakowie.

Zadania zostaly podzielone na trzy grupy tematyczne zwiazane kolejno z
szeregiem Fouriera, przeksztatceniem Fouriera oraz przeksztatceniem Hilberta.
Poszczegblne grupy s poprzedzone wstgpem teoretycznym podajacym pod-
stawowe zaleznosci oraz twierdzenia, ktre majg ulatwi¢ dalsza samodzielng
prace.

Wykorzystywane w zbiorze metody analizy matematycznej zostaty ograni-
czone do podstawowych twierdzen z rachunku rézniczkowego oraz catkowego
funkcji jednej zmiennej.

Kazde zadanie zamieszczone w zbiorze zostato omowione i rozwiazane.
Stopien trudnosci probleméw jest zréznicowany. Wiekszo$¢ zadai moze by¢
rozwigzywana przez studentéw samodzielnie, ale niektére z nich wymagaja
pomocy prowadzacego zajecia. Dla ufatwienia lektury koniec tematu zadania
zostat zaznaczony symbolem @, zas koniec rozwiazania symbolem B
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WYKAZ OZNACZEN
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sgn(z) = -1, z< 0
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ROZDZIAL 1

SZEREG FOURIERA

Zaktadamy, ze sygnal x(f) o wartosSciach rzeczywistych jest catkowalny

%

2
. T T . . .
z kwadratem w przedziale [_—29 , }, tzn. istnieje catka fxz(t) dr . Wowcezas
T

5

wyktadniczy (zespolony) szereg Fouriera sygnatu x(r) jest zbiezny do tego
sygnatu w przedziale [“% , % ] we wszystkich jego punktach cigglosci

20

x() = X" (1.1)
T 2n
1] = 70 o = 7
7
1 ? — et
X = = [x(t)e "'ds
i TO .

S

wl

n = 0 =1, 22, ...

Wielkodci X, nazywamy wspolczynnikami wykiadniczego (zespolonego)
szeregu Fouriera sygnatu x(7).

Posta¢ wyktadnicza szeregu Fouriera, aczkolwiek wygodna w zastosowa-
niach teoretycznych, nie oddaje jego charakteru tak wyraZnie jak postac trygo-

11



nometryczna. Postaé hygonometryczna‘ szeregu Fourlera otrzme}emy Z pos-
taci wykladniczej (1.1) biorac pod uwagg, ze X_, [ |e?% oraz

2coswyt = e/ 4+ eI

x(H) = X, + 22 |X | cos(nmg + 8,) (1.2)
n=-1 )
TO
I =

Zaleznos¢ (1.2) ma prosta interpretacje - sygnal x(¢) zostal roztozony na
sume sktadowej statej X, oraz nieskoficzonej liczby przebiegdw harmonicz-
nych o czestotliwosciach nw,, amplitudach 2[X | ikatach przesuniecia fazo-
wego 0.

Niekiedy postugujemy sie takze rozwinigta postacia trygonometryczng
szeregu Fouriera

xt) = a, + z(ancosmoot + b, sinnwy ) (1.3)

n=1

~ (—...)N |

1
a, = —- jx(t)dt

T, :

2
ki ' L
2 7 2 7

a, = — jx(t)cosnwydt, b, = — f x(t)sinno,t dt

TO TO TO To
2 2

N}’*}

Szereg Fouriera jest zbiezny do sygnatu tylko w przyjetym przedziale

.. . Ta I
rozwinigcla | -=%, - |, poza tym przedziatem zbiezno$¢ nie musi zachodzic.

Rozwinigcie sygnatu w szereg Fouriera w nowym przedziale czasu wymaga
ponownego obliczenia wszystkich wspbtczynnikéw szeregu Fouriera,

12

Zauwazmy jeszcze, ze szereg Fouriera sygnatu jest funkcjg okresowa
o okresie T,, co oznacza, ze poza przedziatlem rozwiniecia stanowi on okre-
sowe przedtuzenie sygnatu x(f). Tylko w przypadku, gdy sygnat x(z) jest .
sygnatem okresowym o okresie 7, jego szereg Fouriera (wyznaczony za
okres sygnatu T) jest rtéwny temu sygnatowi w catym przedziale zmiennosci
czasu.

Obliczajac wspbiczynniki szeregu Fouriera dla sygnatu okresowego, mo-
zemy przyjac we wzorach (1.1) i (1.3) dowolne granice catkowania (niekonie-
cznie symetryczne), ale obejmujace caly okres rozwijanego sygnatu. Umiejetny
dobdr granic pozwala niekiedy uprosci¢ obliczenia.

Wspdtczynniki wykladniczego szeregu Fouriera sg zwijzane z sygnalem
poprzez zwiazki catkowe (1.1). Twierdzenie Parsevala wigze sygnat z wspot-
czynnikami jego wyktadniczego szeregu Fouriera w inny spos6b, a mianowicie

1

KHodt = i |x,I° (1.4)

rp=m 00

N’Q-—w [ ‘Q"i

wa

o

Widmem sygnatu okresowego x(f) nazywamy zbiér { X :n =0, =1, ...}
wspdtczynnikGw rozwiniecia tego sygnatu w wykladniczy szereg Fouriera.

Zatézmy, ze X,=| X, |e’/%. Widmem amplitudowym sygnalu okresowe-
go x(1) nazywamy zbiér {|X,| :n=0, = 1, ...}, a widmem fazowym - zbidr
{8, :n=0,=1,..}.



1.1. Wyznaczanie szeregéw Fouriera 2. Wsygnale sinusoidalnym sin/ prostowany jest co drugi okres. Otrzymany

przebieg jest pokazany na rysunku 1.2.

1. Przebieg okresowy jest wytwarzany przez eliminacje w przebiegu sinusoi-
dalnym co drugiego okresu. Przeksztalcenie sygnatu ilustruje rysunek 1.1.

x(t)
T1
x(t)
L t
k4 2z 37 4
t
T
7 2n 37 4
14 |
| Rys. 1.2. Przebieg sinusoidalny z wyprostowanym co drugim okresem
Rys. 1.1. Przebieg sinusoidalny z usunigtym co drugim okresem . R . .
Wyznaczy¢ wykladniczy szereg Fouriera nowego przebiegu. @
) . ‘ ' Dla n = =2 otrzymujemy
Wyznaczy¢ wykladniczy szereg Fouriera nowego przebiegu. @
1 3¢ ) . 4 ) . 7[ jn2 }
) X, = . fsmze’z’dz— fsmle'JZ'dt = “8(42+z;
1 ) Y1 L A ’ ™4~ n
X, = = [since’ia = L*)— no= x2 -
47 w(n’ - 4) - i
0 x(1) = E MQHI + lsint
(4 —n") 2
1 a ) L :::_j’?
X, _fSinz eMdt = = B
x2 4r 0 4 - 1
‘ Wspdtezynniki X, = fé powinny by¢ wyznaczone w osobnych rachunkach. B
Ostatecznie otrzymujemy
2 (1) =1 1 ‘ 3. Wyznaczy¢ wykladniczy szereg Fouriera sygnatu [sinm]. @
x(1) = E s 7' + —sint 1
A on(n” - 4) 2 : . .
e 22 : X, = fsinm eI = ———
(1l - 4n7)

B a

14 -



viSinml _ i 5 i potdéwkach okresu jest jednakowy, ale z przeciwnym znakiem. Przykladowy

(1 - 4n°) przebieg sygnatu o symetrii obrotowej jest pokazany na rysunku 1.4. @
Fi=—
B .
, x(t)
4. Wymaczyé wykladniczy szereg Fourera fali prostokatnej o okresie 7j; czas
trwania impulsu wynosi T. Przebieg sygnalu jest pokazany narysunku 1.3. @ YT
T2 T2 T, t
x(t)
1
1t
2+
Rys. 1.4. Sygnat okresowy z symetrig obrotowsg
To Rozpisujemy zalezno§¢ okreslajaca wspdlczynniki trygonometrycznego szere-
o w t gu Fouriera
5L
Rys. 1.3. Okresowa fala prostokaina 2 2
a, = o f x(tfycosnw tdt =
0 To
T 2
1% s sinne T
X = —f(e?™dt = —— = eSa{nne), &= -
" T, f nw (naie) 7,
h

x(f)cosnwdt =
T 0

=3

OL—-‘M|O‘~!

4]
- 2 fx(t)cosnwotdz + %
TG

x(t) = EsSa(nne)e'j"“’O'

2

TO
H=mG 8
, 2 T 2 7
B - -7 fx(t+~i9)cosnu)0tdt t o fx(t)cosnu)ozdt =
: 0T, 6 0
5. Wykaza¢, e trygonometryczny szereg Fouriera odpowiadajacy sygnatowi f :
o tzw. symetrii obrotowej (rotation symmetry) zawiera wytacznie harmoniczne ? 5 I
nieparzyste. Sygnal ma symetrie obrotowa, jezeli jest speliony warunek : 2 7 T 2 7
parzy Tyg Y ¢ _a‘ J ,J P Y o = - fx(r)cosnmo(r—;-")dr + = fx(t)cosnwoz‘dz =
x(f) = ~x(t+ ) . Warunek ten oznacza, ze przebieg sygnalu w sasiednich g T, Y 2 T, 4

10 2 — Ansaliza czgstotliwodcl ... 17
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T ’ ' 9
2 : 2
f x(t) cos(nw,t - nm)de + f x(f)cosnwtdt =
0 0

e |t\)
M

x(t) cosnw,tdi

- ()

x(f)cosnw tdt +

© Sy 0 [

T,

Mo
o%—-}w]c’ﬂ

Powyzsze wyrazenie jest rowne zeru dla parzystych wartosei n. W podobny
sposéb mozemy stwierdzi¢, ze réwniez b,=0 dla parzystych warto$ci n. B

6. Wyznaczy¢ wykladniczy szereg Fouriera dla sygnatu nazywanego “grzebie-

niem” Diraca 0,(f) = i 8(1 - nT) - ciagu impulséw Diraca powtarzanych

nece

zokresem 7. @

W obliczeniach korzystamy z wiasciwosci prébkujacej impulsu Diraca

2
(0, = —;—f—)

I )

._1. 1 —J nw,f l z _1_.

X, = Tj;é,(z)e ddr = Tffé,(z)dt - 7
2 72

o

6T(t) - %: z ejnu)ol

=

7. Znalezé rozwiniecie w trygonometryczny szereg Fouriera N-schodkowego
sygnatu pitoksztattnego pokazanego na rysunku 1.5. Sygnat schodkowy nale-
2y przedstawié w postaci sumy dwéchsygnatéw pitoksztattnych o odpowiednio
dobranych okresach. @

Przebieg schodkowy x(f) jest suma dwdch przebiegéw pitoksztattnych - x,(2)
o okresie T, (jest to réwniez okres przebiegu schodkowego) 1 amplitudzie A
oraz x,(¢) o okresie T (jest to takze czas trwania pojedynczego schodka,
T, = NT) iamplitudzie A/N

x5y = x (O + x()

18

%, ()

Rys. 1.5. Sygnat schodkowy jako zlozenie dwdch sygnaléw pitoksztattnych

Korzystajac zrozwiniecia sygnatu pitoksztattnego w szereg Fouriera, otrzymu-
jemy

A A < Sin no)t)
x () = 3 ;z

n=1

Podobnie

() A A i Sin(nNmOl‘)
= -7
? 2N 2Nm & n
n=
Zadanie pokazuje, Ze znajac szeregi Fouriera sygnaldw prostszych, mozna
utworzy¢ rozwinigeie w szereg Fouriera sygnatu o bardziej skomplikowanym

ksztalcie. B

8. Rozwinaé¢ w trygonometryczny szereg Fouriera sygnat x(f) = > w prze-
dziale [-m, 7]. Przyjmujgc w otrzymanym rozwinieciu { =7, wyrazi¢ w po-
staci nieskoficzonego szeregu liczbowego liczbe n%/6. @

Poszukiwane rozwinigcie ma postac

2
i COSH[

x(f) = = * 42(1’

19



Po podstawieniu do powyzszego rozwm1qc1a wartosm t=m otrzymujemy sze- .

reg hczbowy

Z1
2;

9. Wykfadniczy sygnat okresowy x,(¢) pokazany na rysunku 1.6 jest sygna-

o 1
fem wejSciowym filtru dolnoprzepustowego o transmitancji H(s) = T s

X, ()

Rys. 1.6. Wykladniczy sygnat okresowy

Wyznaczy¢ sygnal na wyjsciu filtru. @

Sygnat wejSciowy filtru x(1) przedstawiamy w postaci wykladniczego szere-
gu Fouriera.

~{ot + jrwpt T,

1 T, 1 Ty e
_ A -at ey g, 4 e——((x+jnmo)t di = —-—~——~——0
X, TO{ € ¢ To‘{ ~T,(a+ jnow,)
1- e
X = —]T
n T,(a+ jnw,)

1- e 2 1 ~
x t - - = __Q___'—ejncuot
, (0 Ty E o+ jnw,

Odpowiedzig filtru o transmitancji H(s) nasygnatwyktadniczy e/ jestsyg-
nat wyktadniczy H(jwy) e/ . OdpowiedZ filtru na sygnal wejsciowy X, (1)
wyraza si¢ wobec tego zaleznoscia ‘

1-e & 1 1 -
{ - - - - ]nwat
) T, Ewow jhw, 1+Jno)OTe

y—
Rozbijajac utamek wewnatrz sumy na utamki proste, otrzymujemy wyrazenie

oK

~aT
1 1-¢ N 1 e jno)Dt +

1-af T, o+ jro,

y(®)

pr -y

T 1- e'o‘]r i 1 pyex
1- o 1+ jno,T

Jr—-

Przeksztalcajgc otrzymujemy

—ccT

¥ x,(f) - (1)

L
1-er
Okazuje sig, ze sygnat wyjsciowy filtru jest ztozeniem dwéch okresowo powta-
rzanych przebiegdw wykladniczych o réznych szybkosciach zanikania. B

10. W teorii modulacji rozwaza si¢ sygnat jednotonowej modulacji kata fazo-
wego x(1) = Acos(wyl + Agsinw 1), gdzie w, jest czestotliwoscia nosna,
®,, << 0, jest czgstotliwodcig sinusoidalnego sygnatu modulujgcego, a Ag
jest parametrem modulacji (dewiacjq fazy). Interesuje nas widmo tego sygna-
tu, zwr6Cmy jednak uwage, ze sygnat x(f) nie jest sygnatem okresowym
i bezposrednie zastosowanie szeregu Fouriera nie jest mozliwe.

Zauwazmy, ze zachodzi zwiazek

X([) - Agel[ej(mo + Acpsinwmt)] - Ag{e[e Jbgsinw ¢ ejwol ]



Sygnal e/A®inw,! jest sygnatem okresowym 0 okresie T = 2nfo, . Korzysta-
jac z rozkladu tego sygnatu w wykladniczy szereg Fouriera, wyznaczy¢ widmo
sygnatu modulacji kata fazowego x(1). @

: IAgsinm ¢
Zapisujemy wyktadniczy szereg Fouriera dla sygnatu &°%"%

© .
jAcpsi jnoy t
e}Acpsmwmt - 2 J”(A(P) e} K

fm 0

Wspétezynniki J (Ayp) szeregu sg okreslone catka

T
1 P jAgsinw t —jneo 1
J (A} = "2:_[6 W e dt
T
2
n = 0, =1, 22, ...

Catka ta okresla funkcje Bessela pierwszego rodzaju, n-tego rzgdu. Wartosci
tej funkcji sa stablicowane w zaleznosci od parametru Ag irzedu 7.

W dalszym ciagu mozemy zapisac

- jnw joy - (e, + nmm)t
x(f) = ARe EJ”(Acp) e | eIy = ARG EJ”(Acp)e’

n=—
n=—00

x(f) = A i J (A@) cos(w, + nw, )t

pES

Otrzymali§my rozklad sygnatu x(1) na harmoniczne o czestotliwosciach

o ’ era.
wy+ haw,, n=0,=1,%2, ... - jednakze nie jest to szereg Fouriera. &

m?

1.2. Rozwinigcia ortogonalne

11. Wykladniczy szereg Fouriera oraz odpowiadajacy mu szereg trygonome-
tryczny jest uzytecznym przykiadem reprezentacji oryginalnego sygnatu x(1)
w przedziale [a,b] przez uktad sygnatow ortogonalnych {g,(1), gz(t)‘, s 84D
Méwimy, ze ukiad rzeczywistych funkcji {2,(), &(0), ..., g, (D)} jest ortogo-

22

nalny, gdy spelniajgq one warunek

b
fg,‘(t)gj(t)dl = 0, i=j]

b 0
fg,-(t)g;(l)di = K,

Sygnatl oryginalny aproksymujemy kombinacja liniows przebiegéw ortogonal-
nych

n

) = X1) = g+ Gt ot g = Y agd (D)

n=1

Miare bfedu aproksymacji x(#) - x(¢) definiujemy jako

7

b
e = f [x(0) - X(O)Fdt = jb‘x(t)— zci&'(‘) dt (iii)

a i=1

Wykaza¢, ze wspdlczynniki ¢; aproksymacji ortogonalnej zapewniajace mi-
nimum miary btedu aproksymacji dane sa zaleznoscig

b

[x(0) g

a

¢ = e Q= 1,2

i . o (iv)
[gyar

Wykazaé, ze minimalna warto$¢ miary btedu aproksymacji wynosi

Crin = }xz(z)dz - ichi

i=1

oraz udowodnié, ze speiniony jest warunek lime_, = 0 pozwalajacy dla

n—»0

przeliczalnego uktadu tunkcji ortogonalnych {g,(1), g-(1), ...,} przedstawiac

23



sygnat oryginalny w postaci x(¢) = 2 cgdt.

i=1 ' :
Wykazaé réwniez, ze blad aproksymacji ortogonalnej x(1) - X(f) jestortogo-
nalny wzgledem funkcji uktadu {g,(¢), &,(®); -, £,(0}

b
[1x() - X(D]g)dr = 0 V)
1 =1,2,.,01 @

Warunkiem koniecznym minimum miary bledu aproksymacji jest, by
de/dc;=0, i= 1,2, ..., n. Korzystajac z warunku ortogonalnosci (i), mozemy
stosunkowo latwo wyodrebnié w definicji miary bledu aproksymacji (iii)
sktadniki uzaleznione wylacznie od wspétczynnika c;

b b
e(c) = -2¢[x(0g(ndt + 26 [gndr

Rozwiazujac dla powyzszego tréjmianu warunek de/d¢; =0, i=1,2,.,n
otrzymujemy wprost zwigzek (iv) okreslajacy optymalne wartos$ci wspolczyn-
nikéw aproksymacji ortogonalnej. Nietrudno jest takze sprawdzi¢ warunek
dostateczny.

Po uwzglednieniu zaleznosci (iv) we wzorze (iii) otrzymujemy minimalng
warto$¢ miary bledu aproksymacji

X(ydt ~ ichi

=1

min

o
]
E

Zauwazmy teraz, ze z definicji bledu kwadratowego wynika, ze ey, = 0,

a wiec i prawa strona powyzszego wyrazenia pozostaje nieujemna. Z drugiej
) n

strony ¢i= 0 oraz K;= 0, a wigc wartos¢ wyrazenia E ¢;’K, moze tylko
=1

rosnaé przy zwickszaniu dhugosci aproksymacji n. Te dwa warunki mozna
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n - b
pogodzi€ tylko wtedy, gdy 2 ¢’K, /T f x*(1)dt, zczego wynika mozli-
=1 a

WOSC reprezentacji sygnatu oryginalnego w postaci szeregu sygnaléw ortogo-

<«

nalnych x(t) = @) = 2 cg.(D).
~ i1
Dowdd zaleznosci (v) nie jest skomplikowany, gdyz

b b b n
S0 - 501 80dt = [x0) g(nydr - [|'S eog,0) | gl)de = 0
a a a | k=1

na mocy zaleznoSci (i) oraz (iv).

Otrzymane wyniki mozna uogdlni¢ na przypadek, gdy zar6wno sam przebieg
(/)r?/gmalny x(7) jak i przebiegi ortogonalne g,(f), g,(%), .... przyjmuja warto-
sci zespolone. W takim przypadku ortogonalno$¢ sygnatéw okresla sie w
Sposdb nastepujacy

b
feg'wdr = o, i=j

b

fe0 g va = K

a

Optymalne wspdlczynniki aproksymacji ortogonalnej sa okreslone zaleznoscia

b
[x(0) g ar
Ci = ’a—-—*. i= 1,2, ...’n

b
fe g war

Przykladem .ortogonalnego, przeliczalnego ukladu funkcji zespolonych jest
ukfad {exp(jnwe):n= 0,1, %2, ..., 1€ [l o+ Py ]} Wykorzystywany
w konstrukcji wyktadniczego szeregu Fouriera. B



12. Rozwazmy réwnanie przestepne tgE = c§. Oznaczmy dodatnie pierwia-
stki tego réwnania przez &y, &, ... . Wykazaé, ze nieskoficzony uktad funkcji

{sinE,x, sinE,x, ...} jest ortogonalny w przedziale x€[0,1]. @

W celu wykazania ortogonalno$ci uktadu funkcji {sinEx, sin&, ...} obliczy-
my wartos¢ catki oznaczonej

. 4
j‘sinax sinPxdx = %f[cos(oc - B)x — cos(a + B)x]dx

32

Rys. 1.8. Rozwigzanie réwnania przesigpnego tgs =c§

W dalszym ciagu po elementarnych rachunkach otrzymujemy

sin(a — B)x sin(a + B)x |! _ sin(a-Bix sin{a + Blx
= op 7 2P o T 2Aa-p) T 2Acrp)
7 - Bsinacosﬁ"— g?osasinﬁ - cosacosp ft gz~ gtgﬁ
o - T

Obliczamy warto$é catki / dla a=§; oraz f = §;. Mamy

cE.E
_ EugE - G185 . C§E - & _ 0
I = cos; cos§; 12 = COSE; COS§; ™ o =
SiTS STy

o~

z uwagi na to, ze liczby &; oraz §; sg rozwiazaniami réwnania tg§ = c&.
Zerowanie si¢ wartoSci catki / potwierdza ortogonalnos$é wyjSciowego ukladu
funkcji {sin§,x, sing,x, ...}. B

13. Niech Q(x) bedzie wielomianem potegowym stopnia nizszego od 7, a wiec
degQ(x) < n. Skonstruowa¢ wielomian V, (x) stopnia n, degV,(x) = n, spet-
niajacy warunek catkowy

b
[V,®oEd: = 0 ()

Warto podkreslic, ze wielomiany V (x) spelniajace warunek (i) s3 jednoczes-

b
nie ortogonalne wzgledem siebie an(x) V.xyde = 0. @

Wyrazmy wielomian V,(x) stopnia n jako n-ta pochodna pewnego wielo-
mianu R(x)

V. (x) = R”(x), degR(x)=2n
Catkujac przez czgsci, mozemy napisaé

b
Jv.oax- }R“‘)de - [OR" - QRO 0t IR Ib = }Q(”)Rdx

b
Zauwazmy przede wszystkim, ze f QYRdx = 0, gdyz O%(x) = 0, bowiem

zgodnie z zalozeniem degQ(x) < n. Zadajac teraz spetnienia warunku (i) naj-
prosciej jest przyjac, ze

Rb) = RY(b) = ... = R“Pb) = 0

R@) = R%a) = ... = R"Ya) =

Powyzszy warunek jest réwnowazny zadaniu, aby liczby a oraz b byty n-krot-
nymi pierwiastkami wielomianu R(x), degR(x)=2n. Tym samym mozemy
przyjac

R(x) = ¢, (x- a)'(x~- b)

H



Wielomiany V,(x), 6rt0gonalne w przedziale (4, b], dane s3 wobeg tego reku- -

rencija ) T
4"R(x) rd”[(x— a)'(x - b)”}

= C

" A&

Na ogét przyjmuje sig, ze C,= 1/[2"n!] (tak dobrana stata zapewnia‘, ze
V (1) =1 oraz V,(-1) = (-1)") oraz a = -1 i b = 1. Tak otrzymane wielo-
miany nazywane s3 wielomianami Le gendre’a

1 dn [(XZ__ 1)11]
2"n! dx"
‘hn= 01,2 ..

V%) =
B

' 1 . .
14. 7Zbiér impulséw prostokatnych {—ﬁ n(t— kv): k=0, +1,=2, ...} jest

prostym ukfadem funkcji ortogonalnych w przedziale czasu (-%, o); warunek
ortogonalnosci jest oczywisty i nie wymaga sprawdzenia rachunkowego. Wy.—'
znacz aproksymacje X(f) sygnalu x(f) za pomocy opisanego uktadu funkcji
ortogonalnych. @

1 . fenl ia-
Proyimuiac, ze g(f) == (T~ kt), mozemy zapisad szereg aproksymuja

cy w postaci

=3

x() = Eckgk(z)

k=—w0

przy czym zgodnie z zaleznoscia (iv) z zadania 11

fx(t) glodi . (k+%)1
G = —ww"’—-‘— - 5 fx(t)dt
[gwa )

Poszukiwana aproksymacja przybiera postad

o (k+%)r A
o= > —i— [x6)d8]| (¢ - ko) G)
koo ‘(k—»_;)t

Wyrazenie znajdujace si¢ we wzorze (i) w nawiasach jest wartoscia Srednia

sygnatu x(¢) w przedziale [(k - ¥2)t, (k +¥2)1].

Intuicyjnie oczekujemy, Ze lin()J x(t) = x(r), gdyz za pomoca wezszych impul-
e

sOw prostokgtnych mozemy dokiadniej oddaé przebieg sygnahu oryginalnego
x(f). Pamietajac o definicji impulsu Diraca jako granicy ciagu impulséw pro-

stokatnych 8(¢) = lim ;ﬂt(t) , mozemy - nieco nieformalnie - przedstawié sze-
>0

reg aproksymujacy (i) w postaci granicznej x{f) = f x(v)d(v - f)dv mobwiacej,
zesygnat x(f) mozna traktowac jako “ciggla” sume réwniez w sposéb “ciggly”
przesunietych i skalowanych impulséw Diraca. B

15. Dla sygnahu x(#) definiujemy sygnat aproksymujacy go suma N pier-
wszych sktadnikéw wykladniczego szeregu Fouriera

N
ORI ¥ A

n=-N

Miare bledu aproksymacji okreslamy jako
2 _ L

e=TO

.\,L'—-;Nlo"'

[X(9) = x0) Tt

]

Udowodni¢, ze miara bledu aproksymacji wyraza sie suma szeregu



e = Zi |x, |

n=N+1

Taki sposb postepowania pozwala aproksymowac - przy zadanym stopni.u
dokladnosci - sygnat okresowy pierwszymi N sktadowymi (harmomcznyrm)
jego szeregu Fouriera. @

Rozpisujac definicj¢ miary bledu aproksymacji otrzymujemy

S = xX(D)dr - x(Hx()di + fﬁjzmdz
T,

1
TO

L‘"ﬁ“lc:ﬁ
L_a..:r\)]o'*i

2
TO

|
M|o'~i

TD
2
Na mocy twierdzenia Parsevala (1.4) pierwsza catkg przedstawiamy w postaci

I = i!anz

H=—w

Obliczamy druga catke
7, )
yoxozooo N S 1y p2
= -2 }”wﬁldl = 2 X X: = 2 an ! .
12 2 ZAI TO IX(Z) e f;v " | "=E—A,

wa |

Postepujac podobnie mozemy pokazac, ze trzecia catka wynosi

N
13 = 2 ‘anz
n=-N

Dodajac wyrazenia I, [, oraz I; wyznaczamy poszukiwang miarg btedu
aproksymacji (i). H
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1.3. Zadania réine

16. Udowodni¢, ze wspdiczynniki wykladniczego szeregu Fouriera sygnatu
rzeczywistego x(f) = x'(£) spetniaja zwiazek

X, = X
@
T0 To *
1 1|3 :
X, = & [0 - = Jxyeddde| = x; (1.10)
0 T, 0 T,
2 2 |
|

17. Udowodni¢ twierdzenie Parsevala dla rzeczywistych sygnaléw okreso-
wych

19 |

=S X()dt = i]anz (1.11)

o =00

(=3
N

@
W powyzszym zwigzku podstawiamy za sygnat x(¢) jego wykladniczy szereg

Fouriera, a nastepnie zamieniamy kolejnoé¢ catkowania i sumowania. W kon-
cowej fazie dowodu korzystamy z wlasciwosci (1.10).

T, 7,
17 2 1 = i it
T ffj (de = & fff(’)zf"e Yt
2 )
5
= '%;HZOOX" j;x([)ej"wntd[ = "ngann = ”=_;X”X: _ ngwmfnlz

33



18. Sygnat x(f) jestsygnalem okresowym o okresie T, przybierajacym war-

otrzymujemy ostatecznie
tosci zespolone. Definiujemy dla tego sygnahu funkcje agtokore}acji :

%

RO = & [x(dr(+ v)de

E! IZ jnwge

n=—c0

1
T,

0

o [

R(7) x(Nx'(t+ vdt = <x()x"(t+ 1) >

. ﬁ-—..‘m Jo

wlg

19. Wykazac, Ze pomiedzy wspGiczynnikami wyk%adniczego szeregu Fouriera
sygnalu rzeczywistego a wspélczynnikami jego szeregu trygonometrycznego
Fouriera zachodzg zwiazki

Funkcja R(x) jest funkcjg okresowa o okresie T,. Rozwina¢ funkcje R(T)
w wykladniczy szereg Fouriera. @

Sygnat x'(¢ + T) oraz sygnat x(7) rozwijamy w wyk}admczy szereg Fouriera

W = xR

N=—0O

I

a, X, + X,, a = X,
bn j(Xrl - Xﬂ*) '

i

Korzystajac z okreslenia (1.1) wspétczynnikéw wyktadniczego szeregu Fou-
riera, otrzymujemy

*
o~ : - —jnw (f+ T)
Cee ) = | Sxee D) - S

e OO
=00 n

TO

2
X+ X7 = 2|7 [x(eosidr| = =
TO T() TO

5y -

S¢S i i i Z 16w
i érednia po czasie z iloczynu powyzszych sygna
Obliczamy wartoSC st ap y ot -

n

. L,__)M ‘ON

o

ol

now, —mmt —nL)‘t =
<x(Dx"(t+ V> = <E EXXQJ L imogd i >

Fm— GO 0O

W podobny sposéb sprawdzamy pozostata zaleznosé. B

ejmo(n - m)tdt

N!Q-—..)m]z;i

SR

o «© ) 1 )
* jnu)o’( Pl
> XXX e T
A= =00

20. Wykaza¢, ze wspdlczynniki wyktadniczego szeregu Fouriera okresowego
0

rzeczywistego sygnahu parzystego sa rzeczywiste, a natomiast wspGlczynniki
szeregu Fouriera okresowego rzeczywistego sygnalu nieparzystegosa urojone. @

agi na ortogonalno$¢ zbioru funkcji  {e/®¢: n=0,21,22,... } dla Przy zatozeniu, ze rzeczywisty sygnat x(f) jest parzysty, x(¢) = x(—f), zacho-
7, uwagli g Y yg Jestp y

LE [tg, by + 2m/wg] dzi zwiazek (dokonujemy zamiany zmiennych ¢ = - t)
T, T, T
1, it} 70 _;g
17 jogn—mit gy O dla n=m X, = = j'x(t)e""“’o’ dt = 1 ]‘x(—r)e‘f”‘*’o‘dt _ L fx(r)e‘j”“’otdr = X
?Ofe” T 1 dan=m T, A T, Y "
T -8 ] e
-2 T2 T2 )

3 ~— Analiza czgstothwosci ... 33
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Poniewaz dla sygnatéw rzeczywistych mamy zawsze X, = X, zatem wIoz-
wazanym przypadku sygnatu parzystego otrzymujemy zwigzek X = X, be¢-
dacy warunkiem rzeczywistosci wspblczynnikow Wyk%édniczego szeregu
Fouriera. Podobnie dowodzimy drugiej czgsci zadania.

Korzystajac z wynikéw zadania 20, mozemy takze stwierdzic, ze trygonome-
tryczny szereg Fouriera sy gnatu parzystego zawiera wylacznie wyrazy cosinu-
sowe, a szereg sygnalu nieparzystego zawiera tylko wyrazy sinusowe.

21. Rozwazmy sygnal okresowy x(1) o okresie T,, ktdrego trygonometry-
czny szereg Fouriera nie zawiera harmonicznych o czestotliwo$ciach wig-
kszych anizeli Nwg, wg=21/Tg. Sygnaty takie sg znane pod nazwa sygnalow
okresowych o skonczonej szerokosci pasma. Wykazac, ze rozwazany sygnat
jest jednoznacznie okreslony za pomoca jego wartosci w 2N + 1 chwilach
t=kA, A=Ty/(2N+1), k=0, 21, £2, ... +N nalezacych do jednego okresu.

@

Zgodnie z zatozeniem zadania sygnat x(r) moze by¢ przedstawiony w postaci

N
X, = ag+ E(a" cosnw, + b, sinnwg)

n=1

Zat6zmy, ze znamy wartosci sygnatu x(1) w chwilach czasu kA, gdzie
A=TJ2N +1), k=0, =1, =2, ..., +N. Wartosci sygnatu x(1) w tych chwi-
lach wynosza odpowiednio x(kA) = x,, k=0, 21, 22, ..., =N,

Teze zadania udowodnimy, jezeli pokazemy, ze wartos¢ sygnatu x(f) w do-
wolnej chwili ¢ moze by¢ wyrazona przez jego wartodci x(kA) =x, W zada-
nych chwilach czasu kA, k=0, =1, 22, ..., =N. Innymi stowy, zadanie
sprowadza si¢ do wyznaczenia zwiazk6w okreslajacych wspdtczynniki Fourie-
ra dg, d,,b,, n=0, %1, +2 ..., =N w zaleznoci od jego probek x(kA) = x;,
k=0, =1, +2, ..., =N. Zauwazmy, ze spelnione s nastgpujace zwiazki

A?
X, = d, + E(ancosnmgkA + b, sinnwkA)

n=1

k=0,=1,+2, ., =N
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W powyzszych zwigzkach niewiadomymi sg wspGlczynniki ag, 4, b
{1: 0, .:1/, %2, ...; =N. Liczba niewiadomych wynosi 2N+ 1; liczba r(’)’;’lnanr’;
jesttez réwna 2N+ 1. W dalszym ciagu, dla wygody rozwazan, przyjmujem
podstawienie &, = wpkA, k=0, £1, %2, ..., =N, a wiec ’

N
X, = 4, + E(ancosn?gk + b, sinng,) )

n=1

k =0,=1, 22, ..., =N

D}a TOZW lalzanla pOV\‘ yZSZ!eg() le adu ](’)W]la l’l N yk()l Z y51al“y ‘()Zsa[“( )S( “ y O
% V ¢
g

y sin{iV + 2
1+ 22 cosnh = _(_tj)ﬁ .\
“~ sin2h (iD)

%Zs.umujemy wszys.tkie réwnosci (i) stronami. Poniewaz punkty kA sa roz-
ozone symt?trycznxe wzgledem zera, a funkcja sinus jest nieparzysta, to wspét-
czynnik stojacy przy b, wynosi 7

N
ZSinnEk = 0

k=—N

To samo mozna powiedzie¢ o wspdtczynniku stojacym przy a,, gdyz z pa-
. 3 3 e . v “
rzystosci funkcji cosinus oraz z tozsamosci (ii) przy podstawieniu w niej

h o= _2nm a3
N4 g Wynika, ze
N N 5
coshE, = 1 + 2 _<nr
2} * ZCOS/‘ Nyl ~ O (iif)
Zatem
1 N
a —
0 = aNi T D
eyt

1) Tozsamo$¢ (ii) dowodzim Z ie jej
¥, Mnozac obie jej strony przez 2sin? i zastepujac ilocz inZ
n 2s
v o o ) 5 £pujas y in3 coskh
cg sin(k + 2)]1 sin(k - E)h.



W celu wyznaczema a, (15 m = N), pomndzmy rownoé\)cvi (i‘),%odpo“{;f;jjig
o wyrazie. Wspoiczynni
rzez. cosmE, i ponownie dodajmy je Wyraz p ’
E jest zerenf na mocy (iil), réwniez wspdlczynnik przy b, réwna S;Q; :}em zZ
v:zglqdu na nieparzystos¢ funkcji sinus. Wspdtczynnik przy a, wyn

N

2 cos(n - m)g;

k-—N

1\!
cosnk,cosmg;, = E cos(n + m)g; +
=N 25

tronie znikaja na mocy (iii), a przy n=1m
Przy n=m obie sumy po prawej stroni L Sle{ m+ e e

pierwsza suma Jest zerem, natomiast druga 6w
. Tak wigc

wspdtczynnik przy 4, jest r6zny od zera i réwna sig 2

= 2 2
2 g = ToT z X, cosk 5 mn
2N+ 1.5, =N

7 ¢ Sci (1 - umE, i dodajac je stronami, znajduje-
Podobnie, mnozac réwnosci (i) przez Sims, i dodajac ] ,

my

N

i mit
b, = —Q—N—%:Exksmm‘gk = 2N Exksmk—zr—

=N
k=-N g
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RO

ROZDZIAL. 2

PRZEKSZTAYL.CENIE FOURIERA

Proste przeksztatcenie Fouriera sygnatu x (¢ ) definiujemy catka
X(w)= [ x(t)e o - (2.1)
Odwrotne przeksztalcenie Fouriera jest okreslone catkg

X0 = z%g _:X (w) e/ “'dr 2.2)

- Dla oznaczenia pary transformat Fouriera bedziemy w dalszym ciagu stosowac

notacje

x(1) = X(w)

lub zamiennie
X(w) = F{x(z)}
x (1) = F{X (o))

Przedstawimy obecnie wiasciwosci przeksztatcenia Fouriera.
Przyjmujemy w dalszym ciagu, ze x (1) < X (w) oraz y (1) < Y(w).

1. Liniowos¢
ox(t)+ Py (1) < oX (w) + BY (w) (2.3)
2. Sprzezenie
Dla sygnatu x (1) o wartosciach zespolonych mamy
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() = X "(-w) _ ‘ (2.4) a widmo fazowe funkcja nieparzysta

Transformata Fouriera sygnatu rzeczywistego x (t)y=x"(1) ~ spetnia wo- — (- ) = plw)
bec tego zwiazek ’

X(w) = X (- o) : (2.5) 5. Symetria przeksztalcenia
X(t) < 2mx (-~ w)
3. Symetria sygnalu

Transformata Fouriera sygnatu hermitowskiego x *(—=t)= x (1 ) jest rze- 6. Zmiana skali

czywista

X () = X (o) (2.6) x(ot) = = X(i’i)

la] " o
Szczegdlnym przypadkiem sygnatu hermitowskiego jest rzeczywisty sygnat
parzysty x (1) = X (t).

Transformata Fouriera sygnatu antyhermitowskiego —x*(=t)=x(1)
jest urojona

7. Przesuniecie w dziedzinie czasu
x(t-1y) <X (w)e /%

X M(w) = X(w) 2.7
8. Przesuniecie w dziedzinie czestotliwosci
Szczegdlnym przypadkiem sygnatu antyhermitowskiego jest rzeczywisty syg-
nat nieparzysty — x (= 1) = x(1). x(1)e' =X (0- wg)

Korzystajac ze wzoréw Eulera otrzymuj iazki
4. Widmo amplitudowe oraz fazowe sygnatu ymujemy przydatne zwigzki

Transformatg Fouriera jako funkcje zespolona mozemy przedstawi¢ w

1
x{t)cos wyl < = [X(on»wg) +X((o~o)0)}
postaci wyktadnicze]

2

_ e ‘ ;
x(ﬂ@X(—w)“‘X(w)le @ x(t)smwol@’é{X(m«kmo)—X(w—wo)}

Funkcje | X ()] nazywamy widmem amplitudowym sygnatu x (£), za$
funkcje (o) widmem fazowym. 9. Sol .
Dla sygnatow rzeczywistych widmo amplitudowe jest funkcja parzysta - Splot w dziedzinie czasu

X (o)l = X (o) x () %y ()= [ x (@ ((-1) <X (@)Y ()

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

3%



10. Splot w dziedzinie czgstothwosm. 15. Réaniczkowanie w dziedzinie czestotliwosci

x()y() = EII;X (w) ¥Y (w) = %L:X )4 (0—v)dv (2.14) . t—jt Yix (t) - d"X (w) (2.19)
- do" )

11. Transformata czeéci rzeczywistej i urojonej sygnalu 16. Twierdzenie Parsevala

1 « * ®
Qia{x(t)} @z{X(w%r X (- w)] J:wlx(t)lzdt= E%T—f_m;x'(m)[zdw (2.20)

(2.15)
1 * ’
Infx (1)) = [X ()= X' )]
J 17. Twierdzenie Rayleigha

? . 1 0~ .
12. “Pole” pod wykresem funkcji J:wx )y (t)dr= EL}OX (@)Y (w)d w (2.21)

[ x(@)dt= X (0) (2.16)
_w 18. Twierdzenie o momentach

o«

mn=f. t"x (¢ )dt

13. Rézniczkowanie w dziedzinie czasu

d "X (0)

% < joX () ' (2.17)
do”

(2.22)

Zakres zastosowan twierdzenia (2.17) jest ograniczony z uwagi na dosc silny
warunek ograniczajacy - limx (¢) = 0.

t—t

n=0,x1, £2, ...

Przyc?atnym w teorii i praktyce przeksztalcenia Fouriera jest impuls Diraca
(delta} Diraca). Impuls Diraca mozna okresli¢ jako funkcjonal przypisujacy
14. Catkowanie w dziedzinie czasu danej funkcjix (z ) wartos¢ jej probki x (0)

o: x(z) - x(0)

/ :x (Ddt < X (0)d(w) + %%‘:—) (2.18)
dlx (z)} = x(0)
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Przyporzadkowanie to zapisuje si¢ W postaci catkowej

f mé(; Yx (z)dz = x (0)

-

Wiasciwoscei impulsu Diraca wynikaja z powyzszej definicji catkowej.

Probkowanie b

3 E ,b
Phe-aew - [ 22
O

Wiasciwosc te nieformalnie mozemy zapisaé w postaci

dz-zyyx(z)= x(z)8(z - zp)

“Pole” impulsu Diraca:

a 1, z, € [a,b]
fbﬁ(z—zo)dz -1 ZZ ¢ [ab]

Zmiana skali

&(z)
el

daz) =

Splot impulsu Diraca z funkcja

Sz—zy)¥x(z)= x(z-2y)

(2.23)

(2;24)

(2.25)

(2.26)

Transformaty Fouriera wybranych sygnaléw

xlt) X ()

1 218(w)
) () + ;—10;
sen (1) 2

8(¢) jf

o

67-(l)= 26(!——)}’[): l]‘ Eejnwor

n=—- H= =

exjnwol

CcoSs (DOI

sin gt

()

Ar (1)
Sa(Wr)
Sa?(Wr)

deye ', a> 0
~alr]

e ,a> 0

g 5% (w) = E e iol = g z &(w ~ 1 wy)

270{w = )
78w + wy) + d{w — wg)]
Jr[dw + wg) - dlw - wy)]

T
TSa &t
i

w oy (@)

i

W Ay ()

43




2.1. Wyznaczanie transformat Fouriera .

1. Udowodnié, ze (a > 0)
3

: 4o
Flesdaraill=- o7, p
®

~at £).
Przyjmijmy oznaczenia: x(f) = e (1 + of ¢ ]) oraz f) ~A@)e 1+ at)

Wobec zwiazkux (¢t ) = f(t)+ f(=1)mamy

X((;o) - F(o)+ Fw)= Re [F ()]

* wiec na mocy wlasciwosci (2.19) mamy

Poniewaz ﬂ(z Ye© ¢$m >

—ar . Wynika stad ze
At e < arjof y
1 o
PO Gafo) " Tavjor
Ostatecznie

3

4o
1 @ = —5 53
F{e‘ ol t] (1+alt D} = 2R {m + (o + jm)Q} (al + 032)3

. o seza
e transformata Fouriera impulsu Gaussa przyjmuje ponizsza

e»«ottZ@-\/E e'% (1)

ach (2.22) oraz rozwi-

2. Udowodnié, z
postaé (o> 0)

P . )
W dowodzie nalezy wykorzystac tw1er§zeme 0 gome{:& o
niecie w szereg potegowy Maclaurina impulsu Gaussa.

44

Dla impulsu Gaussa zachodzi réwnosé

f Ceotr - \/E (i)

-0 (83

Rézniczkujac obustronnie catke niewlasciwg (ii) wzgledem parametru o otrzy-
mujemy zwiazek okreslajacy parzyste momenty impulsu Gaussa

f t2ne_aiza,t: — .:/);iz(zn - 1) 7 a;}«rl

— o0

Momenty nieparzyste impulsu Gaussa sg zerowe z uwagi na jego parzystosé.
Korzystajac z twierdzenia o momentach (2.22) mozemy rozwinagé w szereg
transformate Fouriera X (w) impulsu

x()= Vi 3

n=cw

Rozwinigcie to jest szeregiem potgegowym Maclaurina dla transformaty

2
v L .-, a wiec wistocie
a
w? 7w
F e = — @ 4u

0.4

Najbardziej wyrazista posta¢ omawianej pary transformat otrzymujemy dla

1 . .
o= 5> a mianowicie

2

‘2 o
€7 @V2ne 7

Analizujgc wyniki zadania stwierdzamy, ze transformata Fouriera impulsu
Gaussa zachowuje ksztalt impulsu. Zwracamy uwage, ze podobng wlasciwo-
Scig charakteryzuja sig grzebien Diraca (patrz tabela transformat Fouriera) oraz
wielomiany Hermite’a (patrz zadanie 6).

Alternatywny sposéb wyznaczenia transformaty Fouriera impulsu Gaussa zo-
stat podany w zadaniu 3. B
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3. Udowodnid, ze transformata Fouriera impulsu Gaussa przyjmuje ponizsza
postaé (o >0)

2

2 T e
e™¥ ey — e
VT a

. 2 : . . *
W dowodzie wykazaé, ze impuls Gaussa x ( )=e~ % jestrozwigzaniemrow-

nania rézniczkowego

@d[@:—zam(z) (i)

Po dwustronnym stransformowaniu réwnania (i) wyznaczy¢ rozwiazanie no-
wego réwnania rozniczkowego; staty catkowania wyliczy¢ z tozsamosci

fooe'mzdt = \/_%- (i)

-0

Sprawdzenie, ze impuls Gaussa X (t)= e- o spetnia réwnanie rézniczkowe
(i) nie przedstawia trudnosci. Dwustronne przeksztatcenie Fouriera (z wyko-
rzystaniem wiasciwosci (2.17) oraz (2.19)) przeksztatca réwnanie (i) w réwna-
nie rézniczkowe w dziedzinie czestotliwosci

X (w) _ 515 wX (@)

dw

Budowa obydwéch réwnan rézniczkowych jest jednakowa, zatem rozwiaza-
niem powyzszego rownania jest transformata Fouriera

x(1) = X(w)= Ce T

gdzie C jest nieznang staly calkowania. Z wlasciwosci (2.16) oraz réwnosci
(i) wyliczamy

C= X(0)=fmx(z)dz= 2j;me-wldt - \/_ﬂ—

_ a

Ostatecznie otrzymujemy poszukiwang pare transformat
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i
!
|
{

2 2

- ot JjT .

e <> \/ ~— g da
(¢

gnahzujqc wyni?ci zadania stwierdzamy, ze transformata Fouriera impulsu
aussa zachowuje ksztalt impulsu. Zwracamy uwage, ze podobna wiasciwo-

Scig cha'rakteryzuj 3 si¢ grzebief Diraca (patrz tabela transformat Fouriera) oraz
wielomiany Hermite’a (patrz zadanie 6).

Alternatywny spos6b wyznaczenia transformaty Fouriera impulsu Gaussa zo-
stat podany w zadaniu 2.

4. Udowodnié tozsamosé

L e ' sin ¢ ]a]a 1
1 %sin ot sin (1 - >
nf T z( D | !
—-® -1 sin ol
—, lal=s1

t

Powyzsza catka moze by¢ przedstawiona w postaci splotu

1 ~%sin at sin (1 - 1) a
S d= 2Sa(at) «Sa(r) = 1l (w) Myo) =

Y. T [«-—"C
nll(w), |Ja|>1 sin ¢ lo|= 1
N = s'l t
RHEQ(LO)s IOLISI M, IC(ISl

!

Dowodzona tozsamos¢ jest szczegdlnym przypadkiem bardziej ogélnej toz-

‘o sin ai
samosSci x (1) %~ = x (1) waznej, gdy transformata x (1) < X (w) =0

dla |w]>Q orazgdyo>Q. B

5. Korzystajac z twierdzenia Rayleigha (2.21) udowodnié, ze

@

f dt 7

e 1P+ a2+ b ablath)
a,b>0 @
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. 1 : 1 Cll(.o! R .
Korzystajac z pary transformat ﬁ <> = e ., otrzymujemy
+ a A :

® dt T el -Hde] ;. T ~@+be
‘[w(12+a2)(l2+b2)_ 2ab _}:me ¢ do- ab foe 4o

Obliczenie ostatniej catki niewlasciwej koniczy zadanie. B

6. Wykazad, ze jezelisygnal x (¢) jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowe-
go

%ﬁ_tzx(thkﬂt) @

to transformata Fouriera sygnalu x (1) <> X (w) jest réwniez rozwiazaniem
tego réwnania. @

Korzystajac z wilasciwosci (2.17) oraz (2.19), obliczamy transformate oby-
dwdch stron zadanego réwnania rézniczkowego

( w)’X (@) + 4 X(w) ;ZX(;U) = M (o)
w

42X ()

S X (w) = X ()
dw’ :

Otrzymane réwnanie jest réwnowazne réwnaniu wyjSciowemu, co dowodzi
tezy zadania. Mozna réwniez stwierdzié, ze skoro zaréwno sygnat x (7 ) jak i
jego transformata Fouriera X (w) sq rozwigzaniami tego samego réwnania
rozniczkowego (1), to i sygnat x (¢), i jego transformata X (w) maja taka samg
posta¢ funkcyjna. Rozwiazaniem réwnania (i) dla catkowitych liczb nieparzys-
tych A= 2n+ 1 sa tzw. wielomiany Hermite’a.

Zwracamy uwage, ze podobna wlasciwoscia charakteryzuja sie grzebien Diraca
(patrz tabela transformat Fouriera) oraz impuls Gaussa (por6wnaj zadanie 2
oraz zadanie 3).
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7. Udowodnij tozsamosé

. sinW¢e
lim ——— = &(¢
W s TU )
Powyzsza toz S¢ moz ic S
Y2524 0zsamosc mozna tatwo udowodni¢ w dziedzinie czestotliwoge;
. sinWe W ’
dyz ——— = —
gdyz = - Sa (W) < Iy (w) . Wyznaczamy transformate Fouriera

lewe} str.ony dowodzonej tozsamosei wykorzystujac przemiennosé obliczenia
granicy i transformaty

. sinWt W ..
lim F{———}z — lim F{Sa (Wz‘)} = lim I, (w)= 1
W —w

W —c !l T W s

Z uwagi na §(t) < 1 mozemy uznaé dowdd za zakoficzony. W podobny

. . .o W
Sposéb mozna pokazaé, ze lim — Sa? =
p im nSa(Wt) 8t) . B&

W —ow

?. Wyznacz transformate Fouriera sygnahu x (1) = cos [’ﬂ(t ) wy 1] modelu-
Jacego wlqczenie generatora drgania harmonicznego. @

Zauwazmy przede wszystkim, ze spelniony jest zwigzek
x(t)= cos ['ﬂ(t)mot] = 'ﬁ(t)cos wg ¢
pozwalajacy wyznaczyé poszukiwang transformatg jako splot w dziedziﬁie

czestotliwosci

B 1 1

)= P

x(1) ’ﬂ(z )cos wy t <> X (w) = 5 {n &(w) +jm} * [0 (0 + wp) + 6 (w - )]
Ostatecznie otrzymujemy

X@»=§®@n«w+am—wm—jgﬁlg

W widmie sygnatu x () = cos [’ﬂ(z) wyl]= ’ﬂ(t )eos wy ¢ obserwujemy nie
tylko dyskretny prazek o czestotliwosci wy, ale réwniez ciggle skiadowe

4 — Analiza czestotliwosei .. (3
4



widmowe w catym zakresie czgstotliwosci. Celem zadania jest uzmystowic-
Czytelnikowi fakt, ze czgstotliwos¢ “obserwowana” niekoniecznie pokrywasig

z czestotliwoscia “fourierowska”. B

2.2. Twierdzenia i tozsamoSci

9. Korzystajac z wiasciwosci przeksztalcenia Fouriera, udowodnic zwiazki
x(t-a)¥y(@-b)y=v({-a-b)
[x(t)ejo)oi] * {y (l )e j(oot} -1 (Z )e j())Dt

W obydwdéch przypadkach v{i)= x{t)#y(t). @
W dowodzie korzystamy z wiasciwosci (2.13) oraz (2.10) i (2.11). B

10. Udowodnié twierdzenie o splocie w dziedzinie czgstotliwosci

x(t)y (1) @5%)((0))*}’(03)
®

Przeksztatcamy prawa strong powyzszego twierdzenia korzystajgc z definicji
splotu oraz zamieniajac kolejnos$¢ catkowania

L x (@)%Y () = 4}[:“_:Xw))f(w—v)dv}ef“”dcu=

1 fooX(v) {fw)’((u~ Vel d o } dv =

47’

1

1 " 10" jis v _
anwX(v){zﬂImY(s)e ds}dv—

]

1 r” v | 1
I ECEU T

YO = f Xyl dv= x(1)y (1)

Y(s) ej”ds}dv=

11. Sygnat x (¢) jest rzeczywisty. Przyjmujac, ze x (1) « X(w) ora
. ? z
1p0° ot g
- f X(@)e?dt = x(1) + juy(r)

udowodnié, ze

x(t)= x(¢t)

x?,([):'l_fwmd-{;

e LRI S

Zauwazmy najpierw, ze Flx {()y+j N
. » W) +x(0)) = 2x I
mat i wiasciwosci (2.8) wyn{ika, ze ’ } “ /ﬂ((’)) el tansfor

1) + L = 24(0)

W dalszym ciggu mamy

() +je)= [ _ -
) +7x(0) [ﬂ”{ﬁ(l T)+TL“Jdr=x(t)+jif_m§“(_I;)dr

!~ 1)

Poréwnanie czesci istej i

Cl rzeczywistej 1 urojone; 2S7¢]
; ne Z Sci kon
o A Jonej powyzszej tozsamosci konczy do-

12. Rozwazmy dwa sygnaty x () < X (w) oraz y({t) < Y(w) . Niech
S, oznacza “pole” pod wykresem funkejix (1), tzn. S = foox (¢)dr . Udowod
nij zwigzek S -

iy = 5.5, @
Z wiasciwosci (2.16) wiemy, ze S = X (0) oraz S = Y (0) . Podobnie

Sy = F{x (1)=y(z )}c)=0 = {X(LO)Y((,O):!

w=0

Ostatecznie stwierdzamy, ze Sin=S5.5S .8



13. Sygnal x(t)= Sa -J;—f jest najprostszym przyktadem sygnatu o regular-

nie, z odstepem 7, rozmieszczonych miejscach zerowych — z wyjatkiem chwili '

t=0

1, t=0
x (kT') = {0 t= kT

Udowodnié, ze powyzszy warunek jest spetniony, gdy widmo éygna%u
x(t) < X (o) posiada symetri¢ “dopeiniajaca”

) iX(m——kZW)=T

k=—w

gdzi T W . Sygnaly posiadajace ceche regularnego rozmieszczenia miejsc
zerowych pozwalaja zrealizowad transmisj¢ danych cyfrowych z zachowaniem
tzw. zerowej interferencji migdzysymbolowej (intersymbol interference).
Cala klase sygnalow o powyzszej wlasciwosci generuje transformata “podnie-
siony cosinus” o wykresie pokazanym na rysunku 2.1

T , ’ jol<(1-a)W
X(m)=é—1{1—sin(2§W({w!—W))}, (1-a)W<lo|<@+a)W (i)
0 T, |ol<(l+a)W
0= a< 1

Wyznaczy¢ przebieg czasowy impulsu o widmie “podniesiony cosinus” i po-

7l
T.Q

Warunek regularmego rozmieszczenia miejsc zerowych sygnatu (z wyjatkiem
chwili # = 0) mozna zapisac za pomocg zaleznosci

réwnaé go z przebiegiem Sa

52

@0

X(1) X 8(t-KT)= x(t) 8, (1) = 8(t)

k=~

przyjmujacej w dziedzinie czgstotliwosci postaé

1 E - 2m
X ()% Eé(w-—k—f)= 1

k=

Po przeksztatcenich otrzymujemy warunek symetrii “dopemniajacej”

Y X(w-k2W)= T

k=—o0

. . Tl
Wiemy, ze zera sygnatu x ()= Sa T sa rozmieszczone regularnie.

i ‘ . 171 :
Zauwazmy ponadto, Zze Sa—T— <> TTl, (w) , a wige spetniony jest takze

warunek symetrii “dopetniajace;j”

T Y My (0-k2W)=T

k=—oo

W

Rys.2.1. Wykres widma “podniesiony cosinus”
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Widmo (i) mozna przedstawic jako sumg trzech sk&adnikéw

X () = X () + Xo(0)+ X (0)

przy czym

X (o) = % {1+ sin(2 W (cu+W)H T, o (@+ W)

X (w)= -g (1+ sin 275 W)H’7aW 3w+ W)

X (o) = Ty gyw (w)

X+(‘°)=% [1‘ (2 oW ﬂnzuw (w-W)

X (o) = % (1 = W}nw # 5(co - W)

Postugujac sie tabelg transformat Fouriera wyznaczamy sygnat odpowiadajacy
transformacie X ((w)

Xo(w) = T gyw (@) < (1- o)Sa (1- o)Wt

W podobny sposéb post@pujemy dla sumy transformat X (w) + X ,(w)
X (o X (w) = H"aW () % [8(w + W) + d(w -~ W)] +

+ I sin 275 LOW 11, .y (w) % [d(w + W) + d(o - W)]

W dalszym ciagu

z T1, 5 (@) % [8(w + W) + d(w - W)] < acosWi Sa(Wo)
2 Faod

oraz takze
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T . nw
5 Sin 2 aW I gy (w) % [(3((1) + W) - 8w - wW)] =

g%(g TaW — e ]ZOLW)HZQW((D)’*'[(S((D%-W)— w - W)] <=
a . b8 o A
-231nWtSa aW(t+ 5 W)-i— sinWt Sa aW(t 20(W)
% cos aW't L S cos aWt
2 aW |1+ —2 2 aW/t- ==
2aW ZQW/

Przebieg czasowy impulsu o widmie “podniesiony cosinus” mozna wobec tego
opisac zaleznoScig

x(t)= (1-o)Sa(1- a)Wr+ acosWrt Sa (Wt ) +

a | cos aW¢ cosaWi | .
2 | x - sinW ¢
5+ oWt 5— aWi

A _ o
n+2aWt T- 2oWt

sinW ¢ cosiW¢

X (@)= W1

- sinWicos aWt [

Ostatecznie, przebieg czasowy impulsu o widmie “podniesiony cosinus” wy-
raza si¢ nastepujacg zaleznoscia

cos aWt
2
-
11

Analizujac strukture przebiegu czasowego impulsu o widmie “podniesiony
cosinus" stwierdzamy, ze pozadane rozmieszczenie miejsc zerowych zapewnia
czynnik Sa (Wr). Drugi czynnik jest przede wszystkim odpowiedzialny za
szybsze zanikanie badanego impulsu w poréwnaniu z zanikaniem impulsu

x(t)= Sa(Wt)

L
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Sa (Wr); impuls Sa (W) zanika proporcjonalnie do ¢t za$§ badany impuls
proporcjonalnie do ¢ -3 Fakt ten ma réwniez istotne znaczenie dla mozliwosci
eliminacji interferencji migdzysymbolowe;. ' '

x(t)

a=0

Rys.2.2. Przebieg impulsu o widmie “poduniesiony cosinus”

Pozostaje nam jeszcze wyjasnic, dlaczego transformata Fouriera rozwazanego
przez nas impulsu zostata nazwana “podniesiony cosinus”.

Dla wartoéci wspdiczynnika o = 1 transformata Fouriera (i) impulsu przyj-
muje charakterystyczng postac

2W

A

1+ cos—> | |w]
X(w)= W

0 , o) = 2W

v

wyjasniajaca pochodzenie nazwy transformaty.

Zauwazmy, ze szeroko$¢ widma impulsu Sa (Wr) wynosi W, podczas gdy
szeroko$¢ widma impulsu o transformacie “podniesiony cosinus™ jest réwna
W = (1+ o)W = 2W.Ztego powodu wspétezynnik o jestnazywany wspotczyn-
nikiem rozmycia (roll-off factor). Poszerzenie widma impulsu w transformacie
“podniesiony cosinus” jest niewatpliwie jego wada, ale z kolei widmo tego impulsu
zanika tagodnie, co - w przeciwiefistwie do impulsu Sa (Wi) - pozwala na fizyczng
relizacje impulsu o transformacie “podniesiony cosinus”.
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14. Ponizej zestawiamy transformaty Fouriera trzech rodzajéw impulséw
o skoniczonym czasie trwania 27 szacujac jednoczesnie - w dosyé prosty spo-

sOb - szybkos¢ zanikania sktadowych czgstotliwosciowych wraz ze wzrostem
czestotliwosci w

— impuls prostokatny
I (1) & X, (0) = TSa(wT)= 2sin 0T
w
2 sin wT
| X ()] = =30l I < |w]|™!
w
—impuls tréjkatny
ol 4 sin? %Z
Ayp (1) < X (w) = TSa? =
2 T
4 sin? 9% '
X0l = | | o]
lx,(m)l
‘Xa(“’ ’ lxg((‘) i
T 2T

Rys.2.3. Transformata »Fouriera impulsu prostokatnego, impulsu tréjkatnego
oraz impulsu “podniesiony cosinus”
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—impuls “podniesiony cosinus”

1 T ' 7% sin T
5(1 + COS’,}”HH (1) = X;(0) = o( — T2
2 o .
Xyl = | S5 el

o(? - 0T ?)

W transmisji danych dla mozliwie peinej eliminacji zjawiska interferencji
miedzysymbolowej (intersymbol interference) pozadanym jest, aby widmo
przekazywanych impulséw jak najszybciej zanikalo wraz ze wzrostem czgstot-
liwosci. Widmo impulsu prostokatnego zanika proporcjonalnie do o],
impulsu tréjkatnego - proporcjonalnie do | w | 2, za$ impulsu “podniesiony
cosinus” - proporcjonalnie do | |~

Blizsza analiza zachowania impulséw w chwilach ¢==7 pozwala wykryé
ogdina prawidlowosé. Zauwazmy bowiem, ze impuls prostokatny w chwilach

t==T jest nieciagly, impuls tréjkatny jest ciagty, ale nieciagla jest juz jego’

pierwsza pochodna, niecigglo$¢ w impulsie “podniesiony cosinus” pojawia sig
dopiero z druga jego pochodng (niecigglo$¢é mozna w rozwazanym przypadku
traktowad jako niezerowanie si¢ pochodnych w chwilach ¢ ==T).

Wykazaé, ze jezeli dla impulsu x (1) <> X (w) okreSlonego dla t & [-T,7T]
spetnione sa warunki

x®(-T)= xW(T)=0
k=0,1,2, ..n-1

(1)

to transformata Fouriera X (w) impulsu x (f) zanika do zera co najmniej tak
szybko jak funkcja | w "¢+ Y przy Jw] — 2

X(w)= O( (u’?* 1)

o] —> o=

(i)

W

2) Symbol X{(w)= O( n1+ 1) nalezy rozumie¢ w ten sposob, Ze lim @™ X (w).
w
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W dowodzxe‘nalezy n -krotnie wykonac catkowanie przez czedci w catce
przeksztatcenia Fouriera

T
X(w)=f_7x(t)ef“"dt

a nastgpnie wykorzystac twierdzenie o granicznym zachowaniu sie transforma-

ty Fouriera
X{w)= 0O ( l)
w

(iii)

o] =

Pierwsze catkowanie przez czesci calce przeksztatcenia Fouriera daje

T . T
X((D)z X (! Rl I —l-— jor _
IT()Q ijTx(t)de =

1 ‘ ) T

e - jwi - jw 1 j i
jm{x(T)e x(T)e f’].-jwj_“Tx“)(r)e“dz
Powtarzajac te operacjg, otrzymujemy

1 . .
X(w) = JTZ;{XFT)(&"M—X(T)«?'“”T ]+ et

n-1 P wi _ . 7
{:X( >(~T)e’“[_x(T)(" 1)e~jo)T ]+ 1 x(”)(t)e_jmtd[
I

Gyt

4

1
G o)

Zuwagi na przyjete zatozenia (i) powyzszy rozklad rzeczywiscie upraszcza sie

1

X{w)= Go)

T
f X (n)(z ) e—jwtdt
-T

Biorac pod uwage whasciwos¢ (iii) stwierdzamy, ze transformata Fouriera

impulsu zanika do zera co najmniej tak szybko jak funkcja | w]™, prz
i w l — o ’ ’



Xw;O(iJ
w

Ponizej podajemy jeden z mozliwych sposobéw konstruowania impulséw o
skoficzonym czasie trwania, dla ktérych mozemy elastycznie ksztaltowac szyb-
kos$¢ zanikania ich widma wraz ze wzrostem czestotliwosci | o | — . Impul-
sy te opisuje ogélny wzdr

cosb(t), |t] =T
x(t)-—-{o , il =T

0(t) = % - EAksin(k —2%1 )
k=1

WspétczynnikiA , , k= 1,2, .. n dobierasie tak, aby pierwsze n pochodnych
impulsu x (¢ ) byto ciagte w chwilach 7. W transmisji sygnaléw cyfrowych
znalazly zastosowanie nastepujace impulsy:

—szybkos¢ zanikania widma o | | (Minimum Shift Keying - MSK)

s
8(t)= —
)= 57
—szybkosé zanikania widma o || (Sinusoidal Frequency Shift Keying-
SFSK) '

w1, 2mu
6(t) = o7 ST

~szybko$¢ zanikania widma = {w[‘ﬁ (Double Sinusoidal Frequency Shift
Keying-DSFSK) '

it 1. 2mt 1 . 4t
=sin—— + ——sin——

) =57~ 307 27

Jeszcze innym przykladem impulsu, dla ktérego mozemy ksztattowac szybkos¢
zanikania jego widma, jest impuls
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2 n

x0)=(1;; )nyu)

Widmo tego impulsu zanika proporcjonalnie do | w |**! przy |w| — «.

Nalezy pamigtaé, ze im szybciej zanika widmo impulsu ze wzrostem czestotli-
woSci, tym szersza staje si¢ wstega gtdwna jego widma. B

. - ‘ dx o, 1
5. C, 7 i — ¥ — .
15. Udowodnié, ze jezeli x(t) < X (w), to i * - @HX (w). @

Korzystajac z wlasciwosci (2.8) oraz pary transformat sgn? < J—%; znajduje-

1
my, ze /zé/sgnt Otrzymujemy zatem

,%é—:}j g»fu(p %ﬁe% < j 0X (0) (- j sgnw) = Jul (w)

16. Kazdy sygnat mozna przedstawic jako ztozenie sygnatu parzystego i nie-
parzystego (even - parzysty, odd - nieparzysty)

x(@)=x(t)+ x, (1)

x,(t)= %[x(t)+ x(-1)]
X, (0) = 5 [x(6) = x (1)

Udowodnié, ze dla sygnatu rzeczywistego x () < X (w) sa spetnione
zwigzki

x (1) =R [X ()]
%, () <) In [X ()]
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Znajdujgmy transformate Fouriera sygnatu x (-9
Flx (-t )} =[ x(=0) e di=f x(1)e’dt= {f x (1) e4f°)fczf} = X'(w)
x(~1) & X (w)

W dalszym ciagu otrzymujemy

Flr, () - %[X(w) + X(0)] = Re [X ()]

1 .
F{xo (1 )} =5 [X ()~ X'(w)]=]Re [X ()]
L
17. Przez sygnat przyczynowy h (i ) rozumiemy sygnat, dla ktérego i (¢) =0
dlat < 0. Zakladamy,ze h (1) < H(0)= R (0)+ jX (0). Wykazac stusz-
nos$¢ zwigzkdw

R(w)= lfw—i*X y)dy

Mm@ -y
1 ”R(
xw-1f Se

Rozwiazujac zadanie, nalezy skorzystac z faktu, ze kazdy sygnal mozna rozbic¢
na skladows parzysta h, (i ) oraz nieparzysta /1,(1). Przyklad takiego rozktadu
jest podany na rysunku 2.4.

ht)y=h,(t)+ h,(t)

h(t)=Z[h(t)+ h(-1)]

RIS SR

hy (1) =5 [h()= h(=1)]

@
Korzystajac z rozbicia sygnatu h (¥) na skladowq parzysta i nieparzysta oblicza-
my jego transformatg Fouriera H (o)
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H ((D) = J:w{he (Z ) + ho (t )]e‘fwld[ =‘[th ([) e—jmtdt +fwho (l ) e“jwldt

hit)

Rys. 24. Rozkfad przycz
ynowego sygnatu h (1) na skladows ;
oraz sktadowg nieparzyc;tq 1:,(2) v o psi he(t)
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Sygnat h,(t) jest parzysty, sygnat k(1) jestvnieparzy'sty, a wiec

H{(w)= j:he(t)coswtdwj{-—v[:ho (¢)sinwt dt}

)
T 4 !

R (Q)) X ((0)

7. ostatniej zaleznosci wynika, ze

h,(t) < R (@)

h, (1) = jX (@)
Miedzy skladowymi h, () oraz h,(t) zachodza zwiazki h(t)=h,()dla
t>0oraz h(t)=-h,(t) dlaz<0, ktére mozemy zapisa¢ w postaci

h,(t) = h,(t )sgn(t ) v (ii)
(1) = (¢ Jsgn(t)

Korzystajac z par transformat (i), wyznaczamy transformaty Fouriera obu stron
pierwszego ze zwigzkéw (ii)

1 1
R{w)= —'—jX(m)'*'F{sgn(t)} “]X(o))*——= “X((x))%-u;

Rozpisujac operacj¢ splotu otrzymujemy zwigzek

fgc(!)—

Korzystajac z par transformat (i) wyznaczamy transformaty Fouriera obu stron
drugiego ze zwiazkow (ii)

1 2 1 1
iX(0)= iR(co)% Flsan (1)) = 5o R @)% 75 = L R(O)%5

Rozpisujac operacjg splotu otrzymujemy drugi z dowodzonych zwiazkow

RG) 4

-y

X --2f
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1
i
?

Otrzymane zalezno$ci dowodza, Ze znajac cze$é rzeczywisty transformaty
Fouriera sygnatu przyczynowego mozna wyznaczyé jej czesé urojong. B

18. Udowodni€, ze zbi6r sygnaléw [SaW (1-kT'): k=0, +1, =2, .

jest ortogonalny w przedziale czasu (- ®, ), przy czym W= —;%

czy€ rozkiad sygnatu x (1) < X (w) w szereg wzgledem funkcji tego ukia-

du przy zatozeniu, Zze widmo X (w) sygnalu x (t) ma skoficzone pasmo
o] = W. @

. Wyzna-

Zgodnie z (1.5) funkcje uktadu {SaW (t-kT): k=0, +1, =2, ... }
£l .
W= L beda spetnia¢ warunek ortogonalnosci w przedziale czasu (- oo, o0},

jezeli

w =0, k=n
[ SaW (1~ kT ) SaW (¢ - nT )t
- =0, k=n

Powyzszy warunek nietrudno jest sprawdzi¢, jezeli wykorzysta si¢ w tym celu

twierdzenie Rayleigha (2.21). Z tabeli transformat Fouriera oraz z wlasciwosci
(2.10) wnioskujemy, ze

SaW (1 = KT) < = Iy (w)e /7
SaW (t = nT) = % I, (w)e /"
Zgodnie z twierdzeniem Rayleigha (2.21)

f_ SaW (1~ KT') SaW (1 - nT )dt = T [ Iy, ()e ™ M0 Tog g -

W

jln-k)Tw
¢ —TSa(n Ky = {T’ k=n

T

e](n ls)Tud( - 7

2w ? 2W? jn- k)T 0, k=n

Po sprawdzeniu warunku ortogonalnosci uktadu funkcji { SaW (1 - kT ):

5 — Analiza czgstotiwoda ...
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k=0, =1, =2, ...}, W= % przechodzimy do obliczenia wspblczynni-
kéw ¢, rozwinigcia sygnatu x (1) < X(w) w szereg tych funkcji. W .obli-
czeniach ponownie korzystamy z twierdzenia Rayleigha (2.21). Zgodnie ze
wzorem (1.8) mamy

* 1 WTw
¢, = %J:wx (¢) SaW (1 KT )t = 2= [ X (@)l (w)e ¥d =

-0

1Y hTw 1" joot -
= | X(w)e"dw= X (w)ed o = x (kT')
ZNJ:W () Zﬂi‘[w 1=kT

Rozklad sygnatux (1) o widmie X (w) = 0 dla lw] s W wzgledem funkcii
e :
ortogonalnego uktadu {Sa W (£ - KTY): k=0,21,22,...} W= T Przyi-
muje ostatecznie postac
x(1)= Ex(kT)SaW(t—kT)

stanowiaca tres¢ twierdzenia o prébkowaniu Kotielnikowa-Shannona (wspoi-
czynniki rozktadu sygnatu x (1) sa réwne wprost wartosciom jego prébek
n .

pobieranych w chwilach k7, T= W B

2.3. Parametry Sygnatéw

19. Catka m, = f t ™x (¢ )dt definiuje moment 7 -tego rzedu sygnatu

x(1) « X(w)=|X(w)e j#@)  Udowodnié zwiazki

. d" X0

(—.])’nnz *"-m&—)
dow

n=0,21,%2, ...
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Korzystamy z rozwiniecia funkcji e /' w szereg

feed
: n
o ot _ Etm
n!
n=0

Uwzgledniajac powyzszy szereg we wzorze catkowym Fouriera, otrzymujemy

x- froera fxo) 3R e 3 o S0
- K — 0 n“O . ”20 1
Ostatecznie
X(w)= 3 (jrm, 5 (i

n=—o

Z kolei rozwijamy w szereg Maclaurina transformatg X (w)

(if)

do' n!

X (w) = E 4rX(0) "
n=0

Poréwnujac rozwinigcia (i) oraz (i) wyraz po wyrazie, dowodzimy tezy zada-

nia. B

17. Rozwazmy sygnat x (1) < X (0)= A (w)e ¥ . Dla ulatwienia dal-
szych rozwazaf zaktadamy, ze f x(t)dt= 1
Przez odcietg Srodka cigzkoSci sygnalu x(f) rozumiemy wielko$é

n=nm, =f x (8)dt . Parametr vy moze by¢ interpretowany jako punkt osi czasu,

woko! ktérego sygnat jest skupiony. Udowodnié, ze = - dd g))

f_igz - ) (¢ )dr
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Przez wariancje sygnatu x(f) rozumiemy wielko$¢ o
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charakteryzujaca rozpro'szenie sygnatu wokot odcietej jego Srodka cigzkoSci.
d *A (0) ' '
d o*

. dX (o dX (o
Obliczamy pochodne o oraz,»—c—z—é—l

Udowodnié, ze o> = —

korzystajac z wyktadniczej re-

prezentacji transformaty X (o) = A (@) e jelw)

d¥ (@)  dA(®) g A P(®) o)
do  do ¢ +Al0)] do ©
d’X (7(0) _d’A (@) jew) Mjémejm(m>+mjiﬂw_>em@+
d o’ dw? dw dw dow dw

+

2
2 .
A (@) L2 g 4 (m)[ iﬁ%‘*ﬁ} e

Nalezy teraz obliczy¢ powyzsze pochodne dla @ = 0 - potrzebujemy za-
tem zna¢ wartosci widma amplitudowego A (o) i widma fazowego p(w) oraz

ich pochodnychdla w=0.
Widmo amplitudowe A (w) jest funkcjy parzysta, a zatem %ﬁ?)= ,

2
d90) o

widmo fazowe @(w) jest funkcjy nieparzysta, wige o(0) = 7
o’

7 uwagi na zalozenie f x (t)dt = 1 mamy takze A (0)= X (0) = 1. Uwz-

gledniajac te zaleznosci oraz twierdzenie (2.22), dostajemy

dX(O)~ .dcp(O)_ o
dw = dow ——]j:oix(t)dt

a wiec
- d 9(0)
= [x(odi= ==

3) Zaleznogci te mozna fatwo stwierdzic, rozwijajac funkcje g(w) oraz A (w) w szereg Taylora wokot

punktu w = 0.
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oraz

dX(0) dA(0) [de@)T]
d w? d w? ~{ =

Jo } = —fizx(t)dt

Przeksztatcamy dalej ostatnia zaleznosé

o~ L E@d= = [ aonpx ar

Ostatecznie

o = [ (1= () - - 4AQ)

dw

Jezeli sygnat x (¢) nie spetnia warunku f x(1)dt = 1, nalezy rozpatrzyé Syg-

x()

. x(t >
nat znormalizowany Yk gdzie M= fx(z Yt . B

18. Sygpaiy x(1) = X(0) oraz y () « Y (w) 83 sygnatami dolnopas-
mowymi 0 szerokosci pasma réwnej odpowiednio W. oraz W Udowognié
zwigzek W _ = W _+ W, (szerokos¢ widma iloczynu S}:gna’réw j)ést rowna su-
mie szerokosci widm sygnatéw mnozonych). @

Niechz(¢)= x(t)y (¢). Wiemy, ze
Z{w)= iX(w) *Y(w) = IwX (V)Y (0 —v)dv

Z zatozen zadania wiadomo, ze X (v) =0dla|v]> W, oraz¥Y(w-v)=0
dla|o-v|>W,. Analiza tych nieréwnosci pozwala wyznaczy¢ zakres cze-
stotliwosci | w | < W, + W, . w ktérym catka splotu jest niezerowa, co z koléi
okresla szeroko$¢ pasma iloczynu dwéch sygnatw. Z rozwiazal’]ia zadania

wii . . .
'mosku}em/y,‘ ge n-kKrotne potegowanie sygnatu powoduje n-krotne poszerze-
nie szerokosci jego pasma. B
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19. Udowodnié, ze zakres zmienno$ci sygnatu x (1) < X () oraz jego po-
chodnych jest ograniczony przez momenty M, jego widma ampl.xtudowego
| X ()]

0= M= [ ol X (@) do
przy czymx'O(1) = x(t). @

Korzystajac z wiasciwosci (2.17) przeksztatcenia Fouriera oraz z definicji
odwrotnego przeksztalcenia Fouriera (2.2), moZemy napisac

[x"0) = 5}; f:g o) X (0)e™dw| = 51; f w}g@)'*X(w)eﬂ‘" dw

Poniewaz | ¢/ | = 1, mozemy uproscic ostatnig, catke, co koriczy dowod. B

20. Réwnowazny czas trwania sygnatu D, mozna okresli¢ jako wartosc dru-

giego momentu dla | x (1)}
D} = [ 1}x ()| dt

Udowodnié zwiazek

0

9 “1 dA 2 S d : i
D[2=Io£2‘x(l)}'dl= E%Iw(;[;) +A'(2‘i%) }d@ ()

gdzie A=A (w) jest widmem amplitudowym, a ¢ = ¢(w) - widmem fazo-
wym sygnatux (1) = X(w)=A () e ) | @

Obliczamy pochodna transformaty Fouriera sygnatu x (1), uwzgledniajac przy
tym wiasciwosé (2.19)

. d X () d o) (dA L A9 e
(jix () e —=== o Afw)e Y= do 140w |6
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Korzystajgc z twierdzenia Parsevala (2.20) dla sygnatu (- jz )x (1 ) otrzymuje-
my zwigzek

=

e Lf ] 24X
J:i]x(f)l dt= Zm[w Jo dw
Mozna sprawdzic, ze
2 2 2
ax | _[(dA + A2 dgp
do| |dw dw

co dowodzi stusznosci zwigzku (i).

Z zaleznosSci (i) wnioskujemy, Ze réwnowazny czas trwania sygnatu jest tym
diuzszy, im szybciej w funkcji czestotliwosci zmieniajg sie charakterystki
czgstotliwosciowe sygnatu. Mozemy ponadto zauwazy¢, ze jezeli widmo am-
plitudowe A = A (w) jest zadane, to najkrétszy réwnowazny czas trwania maja
sygnaly o zerowej charakterystyce fazowej p = o(w)=0. B

21. Réwnowazny czas trwania sygnatu jest dany zaleznoscia
D} = [ *x(e)|dr

Podobnie mozna zdefiniowac szerokos¢ widma sygnatux (f ) < X (w)
D;= | ol X(w)*dw-= f 0’A Hw)d w

Zasada nieokreS$lonosci stwierdza, ze jezeli sygnatx (f) zanika wraz z uptywem
L o1
czasu szybciej anizeli przebxeg:ﬁ
limvVix(t)=0
>+ 0

to

7 .
D,D, = \/5 ()
Udowodni¢ zasadeg nieokreslonosci (i), korzystajac z nieréwnosci Schwarza
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bb : 2 b b . .
]f gi&di |di s igll‘zd'«‘fal gl dr - S (i)

w ktérej réwnosé ma miejsce wtedy i tylko wtedy, kiedy sygnzi}y sg prop.orqio-

nalne g,(f) = k g,(2) . Nier6wnos¢ Schwarza nalezy zastosowac dla przebiegow

g = tx(t)oraz g, = %x‘ w granicach = « przy dodatkowym zatoZeniu nor-
t

malizujacym

fm‘x(f)l 2dt = iffz(m)d w=1

Nieréwnosé Schwarza przy g, = tx(t) oraz g, = I przyjmuje postac

2 “| de 12
[ < flaraf |
Lewa strone powyzszej nierdwnosci catkujemy przez czesci ‘wykc?rzy?tujqc
przy ‘tym warunek normalizacyjny oraz zalozenie o szybkosci zanikania dla

sygnatu x (f)

2

T, X
Iixdzdl“z 2

1M ey, 1
"Ef_ix‘di""z

Z twierdzenia Parsevala (2.20) oraz wlasciwosci (2.17) mamy

2

dt = TZI—JI.IJOUJA ()]°d ®

(=]

L.

Po podstawieniu ostatnich dwdch zaleznosci do nieréwnosci Schwarza (ii)
dostajemy zwigzek

dx
dt

< I | ex [“dt*z—j;j:imA (0)|*d @

|-

koficzacy dowéd zasady nieokreslonosci (i).
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Zasada nieokreslonosci jeszeze raz potwierdza obserwacje, ze im krétszy jest
Czas trwania sygnatu, tym szersze jest jego widmo. B

22. Dla sygnatéw nieujemnych x(£) 2 0 o liniowym widmie fazowym
x(t) < A (w)e /%
mozna okresli¢ rtéwnowazny czas trwania sygnatu

1

D, = fox (1)dt

xmax

oraz analogicznie réwnowazna, szeroko$é widma sygnahu
1 oo
D, = A—“*‘fA (w)d
max —

Obydwie wielkosci D, oraz D, sg szerokosciami “zastepczych” prostokatéw 4.
Udowodni¢, ze D, D = 2n. @

Wykazemy najpierw, ze

X = % (1) = 2—1 f_}x (@)d o @)

Poniewaz widmo amplitudowe A () jest nieujemne, zatem na mocy wiasci-
wosci (2.6) sygnat pomocniczy g (1) < A (w) jest parzysty, g(-t)=g().
Z parzysto$ci widma amplitudowego, A (- w) = A (w), wnioskujemy z kolei,
ze '

1 7 1 2
glt)= EE[:} (w)ecos wtd w < 2{—[::; (0} o= g(0)

4) Szerokos¢ D, (D) jest tak okreslona, ze pole prostokata “zastepczego” o wysokosci Xmge (A ) 1
szerokosci D, (D) bylo réwne polu pod sygnatem x (1) (widmem A (w)), ktérego warto$¢ maksymalna

\VYHOSi xmax (Amax )'
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co oznacza, ze sygnat pomocniczy g(1) przyjmuje swa maksymalng wartos¢ dla
{ = 0. Z wiasciwosci (2.10) wynika, ze pomiedzy sygnatem oryginalnym x ()
a pomocniczym g(f) zachodzi zwigzek, x (£) = g (1 - £p) , a wigc stuszny jest
réwniez zwiazek (i),

W podobny sposéb mozna pokazaé, ze A, = A (0)

0

f x (1 )e ~/ds

oo

A (w) = s [x(t)di=X(0)= A(0)= A, (ii)

Wyrazajac iloczyn D, D, popizez zwiazki (i) oraz (ii) stwierdzamy, ze
DD, =2n. B

23. Sygnat y (¢) przyjmuje wartosci nieujemne, y () =0, dla t€[0,T], na-
tomiast dla t &[0, T] x () =0. Niech W oznacza tzw. 3-decybelowy szero-
ko$é widma sygnahu definiowana jako

O
YW= 7=

Udowodni¢ zwigzek W T = g . ®

Przede wszystkim nalezy udowodni¢, ze widmo amplitudowe sygnatu | Y (w)|
osiaga maksimum dla o = 0, gdyz tylko wtedy definicja szerokosci 3-decybe-
lowej jest poprawna. Korzystajac bezposrednio z definicji przeksztalcenia
Fouriera, otrzymujemy

< [y v = 17 o)

Y (0) = fmy (1 )e 7'dt

Wyznaczamy nastepnie cze$¢ rzeczywista oraz urojona transformaty Fouriera
sygnatu y ()

R{(w)= f:y (t )cos wt

X (w) = -ny (t )sin ot
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W dalszym ciagu bedziemy korzystaé z nieréwnosci >

cos wt + sinwt = 1
T

0= w= —

: 2T
0<ts T

Korzystajac z powyzszej nieréwnosci szacujemy warto$¢ wyrazenia
T T
R(w) - X (0) = foy (t Ncos ot + sinwt)dr = [ y(t)dt= Y (0] ()
0
Dla dowolnych liczb «, B zachodzi nieréwnosé
o

2

W ostatniej nieréwnosci podstawiamy o = R (w) orazf3 = X (o), a nastepnie
korzystamy z oszacowania (i)

Y (@)= RYw) + X¥e) = BEL=X@T YO

2 2
Jezeli 0 = o < % to lY(W)]sz\/(—zgn, a zatem réwniez
7
WT= S B

- . . . T . by Lo .
5) Poniewaz cosa + sina = V2 cos (a - I )}, zatem w przedziale 0 = w = S zachodzi nierdwnosé

T . . \
cos(oz —Z> z 1,awigctakze cos of + sinwr = 1.



2.4. Filtracja sygnaléw
24. Sygnat acés oyt jest sygnatem wejSciowym filtru o tfansmitancji
H(w) = | H(w)] ¢*® . Wyznaczy¢ sygnat wyjsciowy filtru. @
Widmo sygnatu wejsciowego wyndsi
acos wyt < aﬂ{é(m—- ) + S(w+ 0)0)]
Widmo sygnatu wyjSciowego réwna sic
Y(0) = H (o) an[a(m-%) + a(mmﬂ)} -
an|H (wy)] e §(o—wp) + an|H(~ wy)] e/* ) §(w+ wp)

Korzystajac z wiasciwosci symetrii widma amplitudowego oraz fazowego
otrzymujemy dalej

Y (w) = an|H(wo)] e/ 8(or~wy) + am|H ()| e %) §(cw +wy)

Przyjmijmy oznaczenie
j a ig{w.) , jo
A () = an|H(oy)] e/ §(w-w,) = EiH(wO)l e ilog o

Zauwazmy teraz, ze Y{w)= A (w0} + A'(- ») . Korzystajac z wiasciwosci
(2.15) otrzymujemy '

Y(w) =y ()= 2R (F{A()}} = alH(wg)| cos (myf + @(wg))

Zalezno$é ta tlumaczy, dlaczego funkcje |H (w)] nazywamy charakterystyk%
amplitudows, a funkcje @(w) - charakterystyka fazows filtru o transmitancji

H{(w) = |H{w)| e,

Zadanie mozna rozwiazaé w prostszy sposob, korzystajac z wiasciwosci syste-
méw liniowych. Zgodnie ze wzorem Eulera, sygnal wejSciowy filtru acos oyt
przedstawiamy w postaci

el + eI

acos wyl = >
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Wiadomo, ze filtr o transmitancji H () pobudzony sygnatem wejsciowym e

odpowiada sygnalem H (s)e* . Wobec tego w naszym przypadku sygnat
wyjSciowy filtru wynosi

y(t)= ‘;'[H(iwo)ef“’o’+ H(—jmo)e‘j“’o‘}

Korzystajac z wiasciwosci symetrii charakterystyki amplitudowejoraz fazowej
filtru moZemy napisaé

Y ()= S 1H@g)| [/ o 1 gmiterrsto]
2

y(1) = alH(w)| cos (wy + p(wp))
|

25. Wyznaczy¢ i zbada¢ odpowiedz skokowa 1 w (1) idealnego filtru dolno-
przepustowego o transmitancji H (w) = I1,,(w) na skok jednostkowy

x(t)=A4@).

Sygnal wejsciowy narasta od zera do jednosci w nieskoficzenie krétkim czasie.
Skokowa zmiana poziomu sygnatu na wyjsciu filtru jestrozciagnieta w czasie.
Jako czas narastania 7, sygnatu wyjSciowego okreslamy czas, w ktérym sygnat

wyjSciowy narasta od swojej minimalnej do maksymalnej wartosci. Udowod-
ni¢ zwigzek ¢ W =27 = const.

Udowodnié, ze poziom przesterowania sygnatu wyjsciowego (ponad poziom
jednostkowy) jest niezalezny od szerokosci W pasma przepustowego filtru.

Wyznaczamy sygnat wyjsciowy filtru

- 1 & 1 ;

1 W
Ay()= F {sz(m)}( (0))} = o [W [th)((o) + e } e/ d w =
1 1 el 1 1 & cosar 1 & sinot
S f—do-ta [ Cswl, L0 sinor
2+2n,wju) @ 2+2n‘[w Jw w+2n«[u W do

Pierwsza catka w powyzszym wyrazeniu jako catka z funkcji nieparzystej
w granicach symetrycznych jest réwna zeru. Druga catka jest catka z funkcji
parzystej w granicach symetrycznych, a wigc mozemy dalej zapisaé

)
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W

4 _1 1 sin i
wit) 5t J]:fo—"———du)

w

Po podstawieniu nowej zmiennej z = i otrzymujemy ostatecznie

Wt

A,0) - %+ %fOSa(z)dz | | Q)

Przebieg sygnatu ’ﬂw (1) jest pokazany na rysunku 2.5. Z rysunku 2.5 wy-
nika bezposrednio, ze czas narastania f, sygnahu wyj§ciowego mierzony po-

miedzy sasiednimi ekstremami wynosi 4,= =, @ wiec rzeczywiscie

t W= 2m= const. Ze zwiazku tego wynika, ze im szersze jest pasmo przepus-

towe fitru, tym krétszy jest czas narastania sygnatu wyjsciowego filtru.

B ;
11,48 -
4 /—v‘
0.5
TS AW X /W t
~
‘__—g_f\_,___*l

Rys.2.5. OdpowiedZ idealnego filtru dolnoprzepustowego na skok jednostkowy

Obliczamy teraz poziom przesterowania sygnatu wyjsciowego filtru (wartos¢

sygnatu wyjsciowego filtruﬂw (1) w chwili pierwszego maksimum = —W—f)

n\ 1 1p
’ﬂw( )= St ﬂZfOSa(Z Ydz = const.
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Wartodé : [m) . : .
rtosé przesterowania WLW nie zalezy od szerokoSci pasma przepustowe-

go filtru. B

26. Niechx,(f) oznaczasygnat uiworzony zsygnatu x (1) <> X (w) poprzez

usuniecie z jego widma wszystkich sktadowych o czestotliwoSciach
|w]| = W. Udowodnié, ze

xw(f)“f ()%2 6

Wiadomo, ze nl/im xy(8) = x(#). Korzystajac z tozsamosei lim sinWt_ 8(r) po-
—0 W

kaz'aé,/Ze réwniez prawa strona tozsamosci (iydazy dox (¢), gdy W — o . Rozwa-
wazyC nastepnie sygnat x (1) zawierajacy skokowa nieciggtosé w chwili =0
Sygnal ten mozna przedstawi¢ w postaci x () =x(f) + [x (0+) - x (0—)]’[](!) ,
gdzie sygnat x (f) jest sygnatem ciagtym w chwili¢= 0. Korzystajac z zalez-

x(0+) +x(0-)
5 )

nosci (i) z zadania 25 udowodnié, ze lim x, (0) =

W —ow

Elimina(‘jje; sktadowych widma powyzej czestotliwosci |w |z W w sygnale
x (£) mozemy zapisaé jako operacje Xy (w) = X (o)1, (w) . W dziedzinie

czasu operacji tej odpowiada splot. Pamietajac, ze Tl,y (w) @—M—ISa(WZ)
- 7
otrzymujemy

X (1) = x(i)%ié%/Sa(Wz)= f’ @(ﬂt}_
- T

Korzystajac z tozsamosci lim sin ¥t

=8(t) otrz i
Jm (1) ymujemy

7t - )

e Ww— @

limxy (0) = lim [ (9) %ﬁﬂd“f ’“(T)[w 'Jm—)}d
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lim X, (1) = fx(r) 6(t—‘c)dr— x(z)eiea(r)_ x(r)

W —w
przy zaloZeniu, ze sygnat x (¢) jest sygnatem ciagtym.
Rozpatrujemy terazsygnalx (¢ ) zawierajacy skokowaL nieciagtos¢ przedstawio-
ny na rysunku 2.6

x (1) =x,(t )+ [x (0+) - x (0-)]4(t)

2 \ X(0+)

Rys. 2.6. Sygnat nieciagly x (1) oraz jego sktadowa ciagta xc(f )

Dla sygnatu ze skokowg nieciagtoscig mozemy napisac

X ()= [ 20 s_i%%—)_rld T+ P (04) = x (09)] f:ﬂ(r) S—i%%tf)-ﬁd T

Zauwazmy, Ze ostatnia catka przedstawia sygnat odpowiedzi idealnego filtru
dolnoprzepustowego o szerokosci pasma przepustowego W na skok jedno-

stkowy A@) (zaleznos$¢ (i), zadanie 25)

[ M——Zd + 1 f " Sa(z)dz

ﬂw (t)= |

Obliczamy teraz lim xy, (0) .

W —w
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Climxg (0) = fx(r hm

nWe At [x (0+) - x (0~ )]{—+ *f Sa(z)dz}

W —»o0

Otrzymujemy dalej

lim x (0) = [ x(0p(0d v+ ZOL=X0)
W ~ e 2

<

0) + x(0+) -x(0-)
2

Poniewaz x (0) = x (0-) mamy ostatecznie

lim x, (0) = x (0-) + x (0+) - x (0-) _ X (0+) + x (0-)
W—a 2 5

Zauwazmy jeszcze, ze

1 W i
Xy (1) = %IWX (w)e’“'d o

a wiec

lim x (I)—— Xwe"”tdu) F'ix
W ¥ f (w) { (03)} .
WykazaliSmy zatem, ze odwrotna transformacja Fouriera sygnatu ze skokowsg
nieciggloscia generuje sygnat, ktérego wartosé w chwili nieciaglosci jest réwna

Sredniej arytmetycznej 2(0+) +x(0-)

2 wartosci sygnatu x (¢ ).

27. Przez wygtadzanie sygnatu x (f) rozumiemy operacje okreslong w naste-
pujacy sposéb

I+€

(1) = f x(v)d M

Nazwg operacji (i) wyjasnia rysunek 2.7; sygnatem wyg }adianym jestnieciagly

z definicji skok jednostkowy ’ﬂ(t) natomiast sygnat wygtadzony zmienia sie
juz w sposéb ciagly.

6 — Analiza czgstotliwodet ... 81



Wyznaczyé zwigzek pomiedzy widmem sygnatu x (¢ ) a widmem sygnatu
wygltadzonego y (1). @ ' '

/|
S

Rys. 2.7. Sygnat skoku jednostkowego po wygtadzeniu

Nalezy zauwazyC, Ze operacje wygladzania realizuje filtr o odpowiedzi impul-
sowej danej zaleznoscig

Tz-l- , 1) < e
h(t)={°°
0 ,lt]=c¢
gdyz
rE
y(z)=h(l)%x(t)=If(r)x(t—-~c)dr=i£}(!~r)dy=~2~1-8—j;_ic(r)dr
—

Wobec tego Y (w) = H (w)X (w), przy czym H (w) = Sa (e w). Filtr o transmi-
tancji H (w) = Sa (ew) thumi wyzsze czestotliwosci w sygnale wejSciowym
x (1), ktére sg odpowiedzialne za jego szybkie zmiany. Spostrzezenie to ttuma-
czy, dlaczego operacje (i) nazywa si¢ wygtadzaniem sygnalu. @

28. Sygnat v (1) =x(t)cos wy jestsygnatem wejsciowym filtru o transmi-
tancji e’ ** (charakterystyka amplitudowa tego filtru jest stala). Zakladamy,
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ze charakterystyka fazowa w poblizu ® = 0 moze byé a
giem Taylora y¢aproksymowana szere-

P(w) = P(w) + (o - g) ¢'(02p)
Udowodni¢, ze sygnat wyjsSciowy filtru przyjmuje pdstaé

y{t)=x [t + (p’(cuo)]cos [mot + cp(wo)]
@

Najwygodniej mozna rozwigzaé to zadanie zastgpujac sygnat wejSciowy filtru
v(1)=x(t )cos wyt sygnatem v(t)=x (1)’ < X(w - wg), V()= Re [V ()]
Jezeli \)f/yznaczymy odpowiedZ y (¢) filtru na sygnal wejSciowy v (¢), to
poszukiwany sygnat y (1) = Q. v ()] -

Transformata Fouriera sygnatu wyjsciowego filtru wynosi
Y (@) = X(w ~ ap)e’5e0)+ @ 0gv)] _ X (@ - wg)e @0 0)w'©)
Korzystajac z wasciwosci (2.10) oraz (2.11) otrzymujemy
X [H— rp'(wo)]ejwot = X (0 - og)e! @ @)
Tak wiec
y(@)=x [t + q)’(wo)}ejwﬂ' ) _ [t + (p’(o)o)]ej[“’ﬂ’+ ¥,

Z uwagina zwiazek y (t) = Q. [v(1)] otrzymujemy ostatecznie

y()y=1x {t + cp'(wo)]cos [wot + cp(wo)]
Zauwazmy jeszcze, ze sygnaty (¢ ) mozemy zapisaé w postaci

y{()= x (11 )cos gt - 1)

(o)

0

7 o= ! i
przy czym {, = - @'(wy) oraz f, = — Ostatnig zaleznos¢ interpretuje-

83



my w ten sposob, e w sygnale iloczynowym x (f )cos wgf innemu opdznieniu
podlega sygnatx (1), a innemu sygnat cos wgt . B

2.5 Probkowanie sygnalow

29. Sygha} x(t) e X (w) jest sygnalem dolnopasmowym - X(w)=0 dla
| w|> W~ Tworzymy sygnal sprébkowany

x(t) = >x (nT )d(1-nT) ()

w00 .

Wyznaczyé widmo sygnatu sprobkowanego, a nastepnie udowodni¢, ze
w przypadku W=—7]£_ , a wiec gdy prébkujemy z czestotliwoscia dwukrotnie

wieksza od czestotliwosci granicznej W sygnatu x (¢), filtracja sygnatu spréb-
kowanego x,(t ) w idealnym filtrze dolnoprzepustowym o szerokosci pasma
przepustowego W i transmitancji 7 I,y (0) <> Sa(Wi ) pozwala odtworzycC
sygnat x (¢ ) z sygnatu sprébkowanego x,(¢ ) . Wyrazi¢ warto$ci sygnatu x (¢ )
w dowolnej chwili poprzez wartosci jego probekx (n7), n=0,x1, =2, ... @

Korzystajac z wiasciwosci probkujacej delty Diraca mozemy napisac

x,(t) = Dox (T )8(t-nT ) =x (1 ) 8(t=nT ) =x(1)d; (1)

n=—00 P

X (0) = Fe ()8, (1)} = X (0) % D, (@) = ZX (@)% T d(w-nw)

Stwierdzamy, ze widmo sygnalu sprébkowanego jest ciagiem przesunigtych

L 2n .
z czestotliwoscia n wy = n T widm sygnatu x (1)

X*(w)=%,EX(w—nmo) (i)

Jezeli czestotliwo$é probkowania jest za mata, w, < 2W, segmenty X (w~n )
widma sygnahu sprébkowanego zachodzg na siebie i odtworzenie sygnatu orygi-
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x(nT},(EnT)
\\ t
o T \
X{w)
wWe<2 W
W g o
X(w)
w,=2 W
W W, [
X(w)
w>2 W
W gwo w

Rys. 2.8. Wplyw czestotliwosci prébkowania na widmo sygnatu sprébkowanego
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nalnego x (£) z sygnatu sprobkowanego x,(#) na drodze filtracji dolnopasmowej

nie jest mozliwe. Odtworzenie takie jest mozliwe tylko wtedy, gdy wy< 2W. -

Opisane przypadki przedstawia rysunek 2.8.

Zatézmy, ze sygnat sprobkowany x,(f) jest sygnatem wejsciowym idealnego
filtru dolnoprzepustowego o transmitancji T I,y (w) <> Sa(Wr) (0 =2W,
a wiec WT = ). Sygnat wyjsciowy filtru wynosi x (), gdyz filtr odfiltrowuje
tylko wstege gtéwna X (w) widma sygnahu sprobkowanego

X(w) =TIy (0)X (o)

Réwnoczesnie w dziedzinie czasu jest spetniony zwiazek

oW

x (1) = x,(t)% Sa(Wt) = Ex(nT)f)(t—- nT )| % Sa(Wt)

Nn=—

x,(t)= zx (nT)Sa [W (t-nT )]

n=—o

wyrazajacy wartosci sygnatu dolnopasmowego x (¢) w dowolnej chwili po-
przez wartosci jego dyskretnych probek x (nT ).

Treéé tego zadania przedstawia twierdzenie o probkowaniu Kotielnikowa-
Shannona w jego najprostszej postaci. B

30. W najprostszej wersji twierdzenia o probkowaniu (poréwnaj zadanie 29)
prébki sygnatu x (n7) byly odwzorowane w amplitude impulséw Diraca
x (nT) = x (nT)d(t— nT ). Postepowanie takie ze wzgledéw praktycznych jest
niemozliwe. Zatézmy, ze probki x (nT) odwzorowujemy w amplitude impul-
séw prostokatnych (o czasie trwania t<T ) x (nT) = x (nT)I1(t-nT).
Wyznaczy¢ widmo sygnatu sprébkowanego

x,(1) = Ex (nTH(t- nT) (i)

n=—w
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Taki rodzaj prébkowania jest nazywany chwilowym. Przyktadowa realizacja
sygnatu prébkowania chwilowego zostata przedstawiona na rysunku 2.9.

— X

.o

— :

! ! \\
- ox(h)

Rys.2.9. Sygnat prébkowania chwilowego

Zaktadamy, Ze sygnat x (1) < X () jest sygnatem dolnopasmowym o szero-
kosci widma réwnej W (X (w)=0dlajw|>W). @

Sygnat sprébkowany mozemy zapisa¢ w postaci

x(t) = Yx(nT)1(t-nT) = Fx (nT)[Ht(t E nT)} =

7 =—00 72 == GO

o

=TL(t) % | Dx(nT)d(t-nT)

n=—00

Widmo sygnatu prébkowania idealnego Ex (nT)o(t~ nT) @EX(U)— n wg)

zostato wyprowadzone w zadaniu 29. Dla prébkowania chwilowego otrzymu-
jemy zatem

x(1) = X ()= %s;l %T SX (- n ) (i)
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Widmo sygnatu sprébkowanego jest ciagiem przesuni¢tych widm sygnatu

prébkowanego, jednakze w odréznieniu od przypadku prébkowania idealnego

poszczegblne segmenty s3 znieksztatcone przez widmo impulsu prostokatnego.

Znieksztalcenia te sg nazywane znieksztalceniami apertury. W celu ich elimi-

nacji przy odtwarzaniu sygnatu oryginalnego nalezy w miejsce idealnego filtru
-1

< TS s AP )
dolnoprzepustowego stosowac filtr o transmitancji { T Sa —2—} . B

31. W prébkowaniu chwilowym opisanym w zadaniu 30 zostaje zachowany
ksztalt impulséw prostokatnych, a zmienia si¢ jedynie ich amplituda. W préb-
kowaniu naturalnym grzbiet impulséw prostokatnych “powtarza” sygnat prob-
kowany x (¢ ). Wyznaczyé widmo sygnatu x,(¢) prébkowania naturalnego;
przykladowa realizacja tego sygnatu jest pokazana na rysunku 2.10. Zaktada-
my, ze sygnal x (1) < X (w) jest sygnatem dolnopasmowym 0 szerokosci
widma réwnej W (X (0)=0 dla jo|>W ). @

-2T

Rys. 2.10. Sygnat prébkowania naturalnego

Sygnat prébkowania naturalnego mozemy zapisaC w postaci x(t)=x(t)c(t),

oo

gdzie c(t)= E 1 (t—nT) jest ciagiem impulséw prostokatnych o czasie

n=—x
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trwania t i okresie powtarzania 7. Okresowy sygnat ¢ (t) przedstawiamy za
pomocy wyktadniczego szeregu Fouriera

c{t)= 82 Sa(n me)e i

N =00

. T . . s
gdzie € = T jest wspdlezynnikiem wypelnienia ciagu impulséw, a w, = =
> (4] T
jest czgstotliwoscia prébkowania.

W dalszym ciagu otrzymujemy

x*(t ) <:'é’>)(»|=((‘0) = F £X (t) ESB(H J'CE)ej" Wy

H=—0o
Korzystamy teraz z wlasciwosci (2.11)

==

X (w)=¢ ESa(n nEe)X (w ~ 1 wy) Q)

no=—o0

Widmo ;ygnam probkowania naturalnego jest ciagiem przesuni¢tych widm
sygna%u. probkowanego, ale wysokos¢ kazdego segmentu jest modyfikowana
przez niezalezny od czgstotliwosci wspblezynnik Sa(n ne) . Ta wlasnie cecha

“istotnie rozni prébkowanie chwilowe od prébkowania naturalnego. B

32. Sygnat dolnopasmowy x (1) <> X (0w} o szerokosci widma réwnej W
X (w) =0 dla|w|> W) moze by¢ wyrazony poprzez swoje probki pobierane

zokresem T, W= Z;: (poréwnaj zadanie 29)

20

x,(t) = > x (nT)SaW (1~ nT)

Udowodni¢ podobny zwiazek dla sygnatu opéznionego x (1 + T)
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@

x(t+7) = Yx (v+nT)SaW (¢~ nT) | ()

n=-x

s FLS
Korzystajac ze zwiazku (i), udowodni¢ tozsamos$é (@ = W= ")

T
- sina (t+nT) sinW(t-nT)= sina (t+71) (iD)
E T+nT W{t-nT) 1+
Korzystajac ze zwigzku (ii), udowodni¢ tozsamosé
o . 2
Pt (i)
“~ (o-n n)?

gdziea= Wr. @

Jezelisygnat x () < X (w) jestdolnopasmowy (X(w)=0dlalw|>W ) to
réwniez sygnat x (1 + 1) < X (w)e/ jest dolnopasmowy. Wynika stad, ze
filtracja sygnatu prébkoWania idealnego E x(t+nT)6(t-nT) w filtrze

T I, (w) <= Sa(Wt) pozwala na odtworzenie sygnatu prébkowanego

0 L]

x(t+1)= Ex (x+nT) 0(t— nT )| % Sa(Wt) = Ex {tv+nT)SaW (1- nT)

= -0
H=— n

Tozsamos¢ (ii) wynika bezposrednio ze zwiazku (i), jezeli dokonamy w nim
- sinat

podstawienia x (¢ ) = P

Po podstawieniu w tozsamosci (ii) 1= —t, a=W oraz Wt = o otrzymu-

jemy kolejng tozsamo$¢ (iii). B

33. Dolnopasmowy sygnat x (1) < X {w) o szerokosci widma réwnej W
(X(w)=0 dlajw|>W) jest sygnalem wejsciowym filtru o transmitancji
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H (o). Udowodnié, ze sygnat wyjsciowy filtru y (1) moze by¢ przedstawiony
W postaci

y ()= T Y x(nT hyy (t - nT) (i)

n=—o

gdzie hyy, (1) jest odpowiedzia impulsowy filtru o transmitancji I1,y, (w)H (w).

Spetniony jest oczywiscie zwigzek
Y(w)= X (w)H(w)
Z zasady prébkowania idealnego omoéwionego w zadaniu 29 wynika, ze
X(w) =TT,y ()X (@)
gdzie X (o) jest widmem sygnatu probkowania idealnego

x,(t) = Ex (nT)8(1- nT).

taczac ostatnie dwie zaleznosci otrzymujemy
Y(o) = X (0)T I,y (0)H (w)
Przechodzimy do dziedziny czasu
y()= T Fx (o)) % F My (0)H ()}
Druga transformata odwrotna jest réwna z definicji odpowiedzi impuléowej

hyw (1) filtru H () 0 usunietych skfadowych widmowych powyzej |w]|> W.
W dalszym ciggu mamy

y()= 1T Ex(nT)é(z—nT) % fyry (1)

Ho=—0C

Ostatecznie
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y(E)= T Y x(nT ) hyyy (t = nT)
Zauwazmy jeszcze, ze odpowiedzia filtru na wymuszenie opdZnione x (¢ + T)
jest sygnal y (¢ + t). Podstawiajac w zwiazku (i) x(f+7t) zamiast x(?),
otrzymujemy zalezno$¢ ‘

oo

y(t+7) = T Dx (v+nT gy (1= nT) (ii)

n=-co

podobna do zaleznos$ci (i) z zadania 32. B

34. Korzystajgce z zaleznodci (ii) wyprowadzonej w zadaniu 33, udowodnié
tozsamosé ’

x’(r+%)=—WE—£:—11—7x('c+nT) (i)

S PP
2

Interesuje nas warto$¢ pochodnej sygnathu x '(¢ ), 2 wiec nalezy rozwazy¢ jako
filtr uktad rézniczkujacy o transmitancji H (w) = j o. OdpowiedZ impulsowa
tego filtru przy obcieciu jego charakterystyk dla| o |> W wynosi

przy czym Wt = nn. @

Wt cosWr — sinWe
2

. 1 w . o
Mo (@)(jo) < hyy (1) = ZIW Jowe! ©df =

.. . . T
W zaleznosci (i) z zadania 33 podstawiamy teraz f = 5

(.. T . T
x [r+5 )-—- T zx(t-knT)hw(-i—nT)

Bo=—0
Po obliczeniu wartosci i,y 5 nT | z uwzglednieniem zatoZzenia WI'= =
otrzymujemy dowodzong tozsamosé (1). B
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35. Sygnal x (¢ ) jest sygnatem dolnopasmowym o szerokosci widma réwnej |
W X(w)=0 dla |w]|>W); zakres zmiennosci sygnahu jest ograniczony
x| =M. Korzystajac z zaleznosci (i) z zadania 34 oraz z zaleznogci (iii) z
zadania 32 udowodni¢ nieréwno$é Bernsteina [x'W<WwM. &

Z zatozefi zadania wynika, ze |x(v + nT)| < M dla dowolnych t,n, T. Z za-
leznosci (i) z zadania 34 otrzymujemy
swn S —L—_

x' 1:+Z
2 :n:2=

. 1
gdyz E (‘*—‘—ng = 1 na mocy zaleznosci (iti) z zadania 32 dla o = —JZE .

==y I
x'w:+-7:
2

2
Nierédwno$¢ Bernsteina mozna udowodnié w spos6b bardziej bezposredni.

o0

Poniewaz t oraz T s3 zupelnie dowolne, to z faktu, ze

wynika, ze |x (¢ )| = WM .

= WM

o 1 .V 4
Poniewaz x'(¢) = -é;f JoX (w)e! *d w | zatem
-W

= Ll ) do =

1 W ‘
x{t)=s |— X ot
| x (1) Zn[w JoX (w)e’ “'d w )

w W
< %{;[W foll X (0)|do < %[ﬂ: | X (w)]d o

Zauwazmy teraz, ze podobnie
1 W )
Y= — jowt
x (1) P _WX((}J)Q dw
a wigc
1 w - 1 w
[x ()] = zycJ:W)((ou)e’ ‘do| < —;IWIX(U))Idm

: 2
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. W .
Podstawiajac |x ()]s M = ‘lezf | X(w)|d ® w ograniczeniu na pochodng
Lw

sygnatu x '(t ), otrzymujemy nieréwno$¢ Bernsteina. Nier6wno$¢ Bernsteina
wyraza fakt, ze sygnat o ograniczonym zakresie zmiennosci, zajmujacy skon-
czone pasmo nie moze zmieniac sig dowolnie szybko. B

36. Twierdzenie o prébkowaniu orzeka (poréwnaj zadanie 29), ze dolnopas-
mowy sygnat x (t ) <X (®) o szerokosci widma réwnej W (X(w)=0 dla
| w|> W) moze by¢ wyrazony poprzez swoje probki x(nT) pobierane z okre-
sem T = W

x(f) = Ex (nT)YSaW (1 - nT) ()

=—00

W.dowodzie powyzszej zaleznosci korzystaliSmy z whasciwosci probkowe;j

delty Diraca. Udowodnié zaleznos¢ (i), podstawiajac do calki odwrotnego

przeksztatcenia Fouriera rozwinigcie funkcji e’ w wyktadniczy szereg Fou-

riera wzgledem zmiennej o w przedziale [-W, W] @

Wykiadniczy szereg Fouriera funkcji e/ przyjmuje postac (zwré¢émy uwagg,
2n 7

zew=ﬁ=—u;=T)

-]

jot _ nlw
e’ = EA L€

lo|l=W
Wspdtczynniki szeregu Fouriera wynosza

1 Y ' sinW (¢ = nT)
A = — jwt —]nde -
" 2n Iwe ¢ @ Wt ~nT)

i sa funkcjami czasu A , = A, (1 ).
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Szereg Fouriera funkcji e/ podstawiamy w catce odwrotnego przeksztatcenia
Fouriera '

1 W . 1 W * .
x(0)=5-f X(@)e!"do-= 2l K@) TA, 0™ do-

- sinW(-nT)[ 1 oV T
E W (I - I’LT) 2 IWX (m)e do

"m0

¥

v
X (w)e"Td o = x (nT), zatem

. 1
Poniewaz —
z 2n j:W

x(t)= Ex (nT )SaW (1- nT)

71 = — 00

37. Dolnopasmowy sygnat x (1) <> X (w) o szerokosci widma réwnej W
(X () EQ dla fw|= W) jest sygnatem wejSciowym filtru o transmitancji
H (w). Niech y (1) oznacza sygnat wyjéciowy filtru. Udowodnié tozsamo§é

x(t)=zy(nT)f(t~—nT) )

om0

gdzie f(1) < F(w) jest odpowiedzia impulsows filtru o transmitancji

- o] = W
Flwy= 7@ (ii)
0 L]ols>Ww

W rozwiazaniu zadania wykorzysta¢ sposéb postepowania przedstawiony

w gadam’u 36 - tym razem w wyktadniczy szereg Fouriera rozwijamy funkcje
e]wt

H(w)

(w przedziale o € [- W, W ).

Zatbzmy, ze sygnat x (¢ ) przeksztatcany jest w sygnaty (¢)
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(@) = af:x(z_.@e,-mm , - (iif)

Wyrazi¢ wartosci sygnahu x (¢ ) poprzez wartosci probek sygnatu y (). @
Jot

H{w)

Wyktadniczy szereg Fouriera funkeji w przedziale o € [-W, W]

przyjmuje postac

e jwt

H{w) -

E A, (t)eTe

R
Wspétczynniki rozwiniecia dane sg zaleznoscia

w e jnTo

1
A" (t ) N EWIW H(U))

e’“dw= f(t-nT)

Laczac ostatnie dwie zaleznosci, otrzymujemy

]

el = H(w) S f(t-nT)er

n=—00

Ostatni zwigzek wprowadzamy do catki odwrotnego przeksztalcenia Fouriera
L / s H S ( T e \d
R oo/ O . t—uTle™ @\ d o
x(t)= Zn-[va (w)e!“'d w o L{!X(w) (w) nzwf
Zamieniamy kolejnos$¢ catkowania i sumowania

x{(1)= Ef(t— nT ) —;J;LIVX (0)H (w)e™°d o

n=—

W
Catka ——2] f X (w)H (w)e”Td w wyznacza warto$ci probek y (nT ) sygnatu
R 1

wyjSciowego fiitru. Ostatecznie otrzymujemy
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x(t)= Xy (T ) (e~ nT)

R=-—00

Zwiazki (i) oraz (if) pozwalajg wyznaczy¢ warto$é sygnahu x (¢) w dowolnej
chwiliz probek y (nT ) sygnatu wyjsciowego y (¢) filtru pobudzanego sygna-
femx(¢).

Nietrudno jest stwierdzi¢, ze sygnat y (¢) dkany zaleznoscig (iii) powstaje w
wyniku przeksztatcenia

y()=x ()% ad(t)e

a wigc jest sygnatem wyjSciowym filtru o transmitancji

ht)= od(t)e ™ £
()= atlit)e™™ = o+ jo
Zgodnie z zaleznosciami (i) oraz (ii) wyliczamy odpowiedz impulsows f (1 )

W

f 1+H2 e"‘”’d‘w _ WrcosWre+ (Wt - 1) sinWe
Lw a W ot ?

)= 5

oraz

_ - iy (Wt - not)(cosWr + sinWi ) — sinWr
x()= 3 (- 1Yy (aT) P

o= -0

38. Dolnopasmowy sygnat x(f) < X () o szerokosci widma réwnej W
(X(0)=0 dla|w]|=W) jest podawany na wejscie dwéch filtréw o transmi-
tancjach H,(w) oraz Hy(w); sygnaly wyjsciowe filtréw wynosza odpowiednio

g(t) oraz g,(t). Z okresem T = —2‘% pobierane sa probki g,(nT) oraz g,(nT)

sygnatow wyjsciowych filtréw. Obydwie probki sa pobierane jednoczesnie, ale
- jak mozna zauwazy¢ - z czgstotliwoscia dwukrotnie mniejsza anizeli wynika
to z twierdzenia o prébkowaniu. Udowodnié uogélnione twierdzenie o préb-
kowaniu méwigce o mozliwosci odtworzenia sygnahu x (1 ) z probek g:(nT)
oraz g,(nT)
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x(t)= 3 [$i(nT (= nT) + go(nT st = nT)| (0

n=—c

gdzie

1 p° ot
()= 35 [ Yilo, )ed o

(if)
k=1,2

przy czym funkcje Y, (w, t) orazY,(w, ) s3 rozwiazaniem ponizszego

uktadu réwnai (czas t dowolny, - W = w= 0)

1 = H(w)Y,(w, t) + Hy(w)Y Jw, t)
(iii)
e™ = Ho+ W)Y (o, t)+Hy(w+W)Y,(w,1)

Wskazdwka: lewa strona uktadu réwnan (iii) jest okresowa z okresem

27t . \ e
T = W co oznacza, ze funkcje Y, (w, ¢ ) oraz Y, (w, t) sa réwniez okre-

o 2n
sowe (w dziedzinie czasu) z tym samym okresem 7 = W

Y (o, t+T)= Y (w,¢)
k=1,2

Wykorzysta¢ uogdlnione twierdzenie o prébkowaniu (i), (ii) oraz (iii) do
wyrazenia wartoSci dolnopasmowego sygnatu x(f) < X(w) , X(w)=0 dla
| o] < W za pomoca:

— prébek sygnatu x (nT) oraz probek jego pochodnej x '(n7),

—sasiadujacych probek sygnatu x (nT + 1) orazx (nT -1), |T}< *—27: .8

Wyznaczamy najpierw wyktadniczy szereg Fouriera dla funkcji Y, (o, ¢ Je/*,
k=1,2 wprzedziale - W s w=< 0
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w

Y, (o, t)e™ = Z o, (k, t )

H=—00

k=1,2
-W=<sw=0

Wspdtezynniki Fouriera wyliczamy z zaleznosci

1 0 . .
k )= — jot ) ~inTe
cpn( > ) WI‘V [Yk ((D, l)e ]e d(l)
n=0,:1,:2... (iv)

k=1,2

Korzystajac z okresowosci funkcji ¥, (w, 1) = Y, (o, t - nT'), otrzymujemy

1 p° ;
o, k,t)= WI‘VYk(w,t-—nT)eJ‘”(""T)do)= Y (t=nT)

n=0,=1,+2...
k=1,2

Dysponujac szeregiem Fouriera (iv), mozemy udowodnié kolejny zwiazek

e’ = H (o) 2)’1(1 - nT )e™® + H(w) E yo(t = nT Ye T

H=—00 =00

W)
lo]sWw

Przemn6zmy w tym celu obustronnie pierwsze réwnanie uktadu (iii) przez
o t > » 3 3
e/* oraz uwzglgdnijmy rozklad w szereg Fouriera (iv) - stwierdzamy, ze

. zwigzek (v) jest spetniony dla - W < o< 0 . Wazno$é zwiazku (v) dla

pozostatego przedziatu czgstotliwosci 0 < w < W mozna wykazaé mnozac
drugie réwnanie ukfadu (iii) przez ¢/*' i ponownie wykorzystujac szereg
Fouriera (iv)
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/Wi H(w+ W) 2 y,(t = nT)e™™® + Hy(w + W) 2 Vot = ﬁI)ej"T‘”

n=—% e OO

Poniewaz e/ T@+W) = ¢iT® 3 wiec takze

<0 [><]

€j(w+W)[=H}((D+W)E yl(t_nnejrzT(w+KV)+Hz(m+ VV)E yz(t_nT)ejnT(mHV)

H=—0 n=—00 .

Powyzsza zalezno$¢ ponownie obowiazuje dla - W < w < 0, ale poniewaz
O0sw+ Ws W, townioskujemy, ze zwiazek (v) zachowuje swa waznos¢ dla
-W = w=s W. Prawg strone zwigzku (v) podstawiamy do catki odwrotnego
przeksztatcenia Fouriera

w ,
x(t)= EI;E-IWX((D)e’de

x(t)= %J;[WX (w) Hl(m)z vt = nT )ei T4 Hz(m)E Yyt = nT)e"™ |d w

5= 7wt

Po zamianie kolejno$ci catkowania oraz sumowania otrzymujemy

hd w )
x(t)=Y yi(t- nf)[—;; f WX(m)Hl(u))eme ’ w} .

Ho=—00

o 1 e o
* ST X O d o

n=—0o0

Wystarczy teraz zauwazyd, ze

1 ¥ nTw 1 ¥ e
*2—£IWX(w)Hk (w)e™d o = l—z—;[WGk w)e’'d m} = g (nT)

t=nl
k=1,2

aby méc zakoficzy¢ dowdd uogdlnionego twierdzenia o probkowaniu wyrazo-
nego zwigzkami (i), (ii) oraz (iii).

Zajmiemy sie teraz wyrazeniem przebiegu sygnatu x (¢ ) poprzez prébki syg-
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natux (nT') oraz prébki jego pochodnej x '(nT) pobierane z okresem T = 2%
W
W tym przypadku
& ()=x() H(w)=1
&U)=x"(t) Hy(w)=jo
oraz

Y, (o, l‘)+ju)Y2(u),z)= 1
Yo, 1) +j(w+r W)Y, (w,1)= /™

Rozwigzaniem powyzszego uktadu réwnaf sg funkcje

®
Yi(w1)=1- W (e 1)

1 .
Y (V= — (oiWt_

ktérym zgodnie z zaleznoscig (ii) odpowiadajg przebiegi

4sin2ﬁ
»lt) = w22
4sin2}%
’7(t ) = 3
Y2 Wt

Korzystajac z uog6lnionego twierdzenia o prébkowaniu (i) otrzymujemy po-
szukiwang reprezentacjg sygnatu x (¢) poprzez prébki x (nT ) oraz probki
pochodnej x '(nT)

x(t)= dsin® 2t 2 ——x@L+M

2 S NWe-2nm)? " W(Wr-2nm)
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W drugim rozwazanym przypadku, gdy pobieramy dwie sgsiadujgce ze sobg

prébkix (nT + 1) oraz x (nT-1), |t]< g >, moiem‘y przyjad, ze

g (t)=x(+7) H(w)= e/*"
Ht)=x"(t-7v) H,(w)= e "

oraz

el (o, 1)+ e Y, (w, 1) = 1
/MY (o, 1) +e WY (0, 1) = ™!
Z powyzszego uktadu réwnafi wyznaczamy dwie niewiadome funkcje
Y (o, t) oraz Y,(w, ¢ ), anastepnie - zgodnie z zaleznoScig (ii) - odpowiada-
jace im przebiegi y,(1) oraz y,(t). Sygnat x (¢ ) jest opisany nastgpujaca
zaleznoscia

cosWt — cosWt i x(nT+1) x(lT-1)

)= T -

t-nT-v t-nT+=

Am—

|
2.6. WihasciwoS$ci energetyczne sygnalow
39. Udowodnié twierdzenie Parsevala
® 2 1 07 .
j:w]x ()]t = Z‘:‘IJX((D)]Zd o (i)

Zaktadamy, ze sygnat x (1) < X (w) przyjmuje wartosci zespolone.
Korzystajac z twierdzenia Parsevala (i), oblicz wartosci calek niewlasciwych
f Sa¥ (Wt )dt oraz f Sa{(Wt)dt. @&

Korzystajac z wiasciwosci (2.16), wnioskujemy, ze
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[ e @pde= Fllx ],

Dla wyznaczenia warto$ci powyzszej catki niewlasciwej nalezy znaleZ¢ trans-
formate Fouriera sygnahu | x (1 )]? = x*(t x (t ) . Na mocy whasciwosci (2.14)
oraz (2.4) mamy :

Flxol?) - E%J:ZX*G- WX (@ - v)d v =5%[:r(-v)x(- Vd v

w=0

Po prostej zamianie zmiennych otrzymujemy

@0

Fllx()?) - %;{mX WX (W v = -;;{:!X(w)lzd "

co koniczy dowdd twierdzenia Parsevala (i).
Obliczamy teraz wartosci catek
w

7T 7
szwd(u= W

® 1 %= 2
f_ wSaz(Wt i = >~ f |y Daw(@)| do=

2n

oo o 2 AL
4 1 7 T e g S
j:mSa (We Ydr = hfm  Aaw(@)] do= 2f0 (- oy Vdo= 30

40. Rozszerzeniem twierdzenia Parsevala (2.20) jest twierdzenie Rayleigha
(sygnaly x (¢t ) oraz y (1) przyjmujg wartoSci rzeczywiste)

[ xy di= 5= [ X))o (0

Udowodnié twierdzenie Rayleigha, a nastgpnie obliczy¢ warto$¢ catki nieoz-

naczonej f Sa3(Wt)dt. @

Korzystajac z wlasciwosci (2.16) oraz (2.14), otrzymujemy
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[ xte)y()yde= F{X(Z)y(f)}w;f.{“Z‘EX(@))%Y@)} -

w=0

‘z’l;t“fm)( WY (o - v)dv} = ?Z%wa (WY (= v)dv = Slj;me Y (Vv
e - | . ¥

w=
Ostatnie przeksztalcenie wynika z wlasciwosci (2.5).

Twierdzenie Rayleigha jest takze stuszne dla sygnatéw przybierajgcych warto-
Sci zespolone :

f () v (0d = —21; f X (o) (w)d o

Obliczamy warto$¢ calki niewlasciwej

[ sa¥(Wi)di = [ Sa¥(Wt)Sa(Wi )dz=~?:1; f —;‘[7 Am,(w)i% My (0) | d o =
3
)dm aw

B

41. Rozwazamy klase wszystkich sygnaléw y (¢), ktérych widmo Y (w)
znika powyzej czestotliwosci |w|>Q, Y(w)= 0 dla |w|>Q. Cheemy
za pomocy tych sygnaléw aproksymowac sygnaty x(¢) <> X (w) o nieograni-
czonej szerokoSci widma. OkreSlamy miare bledu tej aproksymaciji jako

ez=f [x (¢)- y (£ )]Pdt . Wykazaé, ze wartos¢ btedu aproksymacji jest mini-

malna, gdy widma sygnatéw x (¢) i y (¢ ) sa identyczne w przedziale czestotli-
wosci jo|<Q, X(w) = Y(n) dla |0]<Q. @

Rozpisujemy definicje miary biedu aproksymacji

e2=fmx2(l )dz+fmy2(z)dt—— 2fx(z)y(z)dz.
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Dwukrotnie korzystamy z twierdzenia Parsevala (2.20) oraz twierdzenia Ray-
leigha (2.21)

o ' Q Q Q ’
2me 2= f X (o) d o+ f QlY (0)]*d - f QX*(m)Y(m)d w- f X (m)y*(m)d =

f T X (w)| dm+f | X ()]*d f X (0) - Y (0)][X (@) - Y(w)|[d w=

- Q

f | X ()] *d u)+le(U))] d w+f X (w) - Y(0)][X () =Y (m)]*d w=
=[°O[-X (w)]*d m+f;}°X(w)| q (u+[£;l [X (@) - Y (0)]] do

W ostatnim wyrazeniu pierwsze dwie calki nie zaleza od widma sygnatu
y (1) «Y (w), wartos€ trzeciej za$ catki jest nieujemna, gdyz wyrazenie pod-
catkowe jest takze nieujemne. Wynika stad, ze miara btedu aproksymacji jest
minimalna, gdy ostatnia catka réwna sie zero, a wiec gdy rzeczywiscie
X(w)=Y(w) da |o|<Q. B

42. W teorii sygnaldw przyjmuje sie, Ze energia (wydzielona na jednostkowej
rezystancji) rzeczywistego sygnatu x (f ) wyraza si¢ zalezno$cia

E=fwx2(t )dt . : . @)

o

Jezeli energia sygnatu wyrazona powyzszg catka jest skoficzona, to sygnatx (1)
nazywamy sygnalem energetycznym. Nie kazdy sygnat jest sygnalem energe-
tycznym - przykiadowo, ani sygnal harmoniczny cos wyf , ani sygnat skoku

jednostkowego {](l ) nie sg sygnatami energetycznymi.

Twierdzenie Parsevala (2.20) orzeka, ze dla sygnatu rzeczywistego
x(t) < X(w) zachodzi zwigzek

[:xz(t Ydt = *-le;f:fX(m)[ dw
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Biorac pod uwage definicje energii sygnatu (i) stwierdzamy, Ze twierdzenie
Parsevala umozliwia wyznaczanie energii sygnalu réwniez w dziedzinie czg-
stotliwosci ' ’

E- 5]; _[:IX @Pdo (i)

Struktura zaleznosci (ii) pozwala traktowad transformate S (w) = |X (w)| % jako
widmowa gestoSé energii sygnatu

]

L[ s@do

27 o

E

Widmowa gestos¢ energii S (w) = |X (w)]? jest transformata Fouriera pewnej
funkcjiR (t) - wykorzystujac podstawowe wiasnosci przeksztalcenia Fouriera
udowodnié, ze

R(x) = I:x (¢ )x (t+ )dt = S(0) = |X (w)]? (iii)

. ®
Wyznaczamy odwrotne przeksztalcenie Fouriera widmowej gestodci energii
S (w)

F- {S(m)} = g;[:]X (w)]?e’"d w = ZinI:X(O))X*(m)ejde =

- —;; / w[ f T (et ]X (w)e’d

-0

Po zamianie kolejnosci catkowania otrzymujemy

]

*2%;‘[00)( (w)e /ey m} = f x(t+T)x (Hdt

G

F {S(m)} - f:x (1)

Funkcje

R(%) = I:x (1 )x (t+ v)dt = | X (w)]? (iv)
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nazywamy funkcja autokorelacji rzeczywistego sygnatu energetycznego x (¢ ).
Widmowa gestosé energii jest wige transformata Fouriera funkcji autokorelacji.
Zauwazmy, ze spelniony jest zwigzek E = R (0) .

Pojecie funkcji autokorelacji oraz odpowiadajacej jej widmowej gestosci ener-
gii (iif) mozna rozszerzy¢ dla przypadku sygnaléw o wartoSciach zespolonych.
Rozumowanie - podobnie jak w przypadku sygnatdw rzeczywistych - rozpo-
czyna sie od analizy twierdzenia Parsevala dla sygnatu zespolonego (2.20)

I:]x ()] %dt = '2‘1;[:]}( (0))*d w

Funkcje autokorelacji sygnatu zespolonego okresla sig jako

R (1) = f x (¢ +0)x (1 )dt (iv)
|
TT
272
jest definiowana jako energia wydzielona na jednostkowej rezystancji, przypa-
dajaca na jednostke czasu

43. Moc Srednia rzeczywistego sygnalu x (f) w przedziale czasu

P(T)-= —?: —;;f X2 )de 0

W N

Jezeli chcemy wyznaczy¢ $rednig moc sygnatu za caly czas jego trwania, to
powyzsze okre$lenie modyfikujemy do postaci

T
11z, 2L .
P = lim T j:lx (t)dt | = <x*(t)> (i)

T =00

2

Jezeli powyzsza granica jest skoficzona, sygnat x (¢ ) nazywamy sygnatem
mocy. Zauwazmy, ze moc sygnatu energetycznego (o nieskoficzonym czasie
trwania) jest zerowa. Istniejg sygnaly, ktére nie sg ani energetyczne, ani nie sg
sygnatami mocy - najprostszym przyktadem takiego sygnatu jest sygnat nara-
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stajacy liniowox (1) = ’ﬂ(t ) - Sygnaty tego typu w rozwazaniach praktycznych

oraz teoretycznych nie majg jednak wigkszego znaczenia. Wykorzystujac po- -

jecie sygnatu obcigtego x; (f) <« X, (w)

x(t), |t]=
xp(t) =

(SELS I SR

0, |t]=

wyprowadzi¢ zalezno$¢ umozliwiajaca obliczanie mocy sygnatu w dziedzinie
czestotliwosci (analogia twierdzenia Parsevala (2.20)), a nastepnie zdefiniowad
widmowa gesto$é¢ mocy sygnatu mocy oraz wyznaczy¢ odpowiadajaca jej
funkcje autokorelacji sygnatu mocy. @

Moc sygnatu za okres 7 wyznaczamy ze zwigzku

T
1 r2 4 1 7
P(T)= ?fo‘(t ydt = —Y:_mxrz(t)dt

ktéry teraz - wykorzystujac twierdzenie Parsevala - mozemy zapisaé w postaci
1 ¢ :
P(T)= 5= L le(m)t do

Moc sygnatu liczona za caty czas jego trwania jest rtowna P = limP (T')

T —se
Bl
o xT (633
pP-= i—f(lim d

o)
27 L

T~ T

Ostatnia zalezno§¢ pozwala wyznaczy¢ moc Srednia sygnalu w dziedzinie
czestotliwodci, zatem mozemy przyjal, ze funkcja podcatkowa reprezentuje
widmowg gestos¢ mocy (sygnatu mocy)

S (w) = lim M

Toe T
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Poszukujac dla powyzszej transformaty odpowiednika w dziedzinie czasu
mozemy skorzystac z zaleznosci (iv) wyprowadzonej w zadaniu 42

2
. !xr(w)l y 1. : 1 g
im s t = lim =
lim T ©7T30 T‘[wxr( +Txr (Ddt ;1—1}; T‘]:Ix (t +T)x (D)dr
2
Funkcje
I
R(®)= limw [ d
(x) = TﬂTIIx(t+r)x (t)dt= <x(t+0x(t) > (iii)
2

nazywamy funkcjg autokorelacji sygnatu mocy. Zauwazmy, ze spetniony jest
zwigzek P= R (0). B

44. Sygnat x (1) jest sygnatem podawanym na wejscie filtru o transmitancji
h (1) < H(w); odpowiedz filtru wynosi y (¢) . Udowodni¢, ze pomiedzy wid-
mow3 gestoscig energii sygnatu wyjsciowego S, (w) a widmows gestoscia
energii sygnatu wejsciowego S, (o) zachodzi zwiazek

S, (©) = | H (@)|’S, (w) (i)
@

Poniewaz

Y{(w) = H(w0)X (w)

a wige takze

Y (w)]* = [H (0)]?| X (w)]?
zatem
S, (w) = [ H (w)]’S, (@)
Filtracja sygnatu wiaze si¢ z modyfikacja jego widmowe] gestosci energii

poprzez kwadrat charakterystyki amplitudowej filtru; charakterystyka fazowa
filtru nie ma wplywu na widmowa gesto$é energii sygnatu. B
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45. Przez sygnat prawieokresowy rozumiemy sygnat o postaci

©

x(t)= ag+ E a, cos(w, t+0,)

n=1

gdzie nie wszystkie czgstotliwosci w, sa wspStmierne. Wyznaczy¢ funkcje
autokorelacji sygnatu prawieokresowego. @

Obliczamy funkcje autokorelacji sygha%u x(t)

0

R(t)= <x(+0x(t)>= ap+ aOEan<cos [w,(t+T)+6,]1> +

n=1

@ @ oo

+ aOE a,<cosfw,t+0,]> +E E a,a, < cosfw,(t+1)+0 ] cos{w,+8,)
n=1 n=1k=1

Korzystajac z tozsamo$ci trygonometrycznych zamieniamy iloczyn funkcji
cosinus na sume dwoéch funkceii cosinus, a nastepnie w calym wyrazeniu
konsekwentnie uwzgledniamy, ze warto$¢ Srednia przebiegu harmonicznego
jest rtéwna zeru < cos (wt + 6)> = 0. Po uproszczeniach otrzymujemy

o«
2 1 2
R(v)= a5+ 3 E a, cos w, T

n=1

Widmo gesto$ci mocy sygnatu prawieokresowego ma charakter prazkowy.
Znajac funkcje autokorelacji mozemy wyznaczy¢ moc sygnatu prawie okreso-

wego P=R(0)=a?Z+ % E 7, ktdra jest réwna sumie mocy wszystkich jego

n=1

skiadowych. B

46. Udowodnié, ze moc sygnatu okresowego mozna wyznaczy¢ uSredniajac
jego energie za jeden okres (sygnal okresowy jest zawsze sygnatem mocy)
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I
P- T10 f 221 )dt W

gdzie T, jest okresem sygnatu x (t ). Wyznaczy¢ moc sygnatu harmonicznego
x(t)=acoswy. @

Zauwazmy, ze wyrazenie okreslajace moc Srednig (zaleznosé (ii), zadanie 42)
jest granica funkcji mocy P (') przy T — o, tzn. P = limP (T ), ktéra mozna

T —oc

wyznaczy¢ z definicji ciggowej granicy ktadac 7= 2NT' przy warunku
NT'
N — o, gdzie czas T jest tak dobierany, aby obliczenie calki f xXt)dt byto

jak najtatwiejsze. Otrzymujemy zatem o
P-= }313; ZNT f x‘(t)dt
Dla sygnatu okresowego o okresie 7, przyjmujemy T = %
NT, T,
P-—-A 13100“]\%]70 fNT x*(t)dt = N}E}w%o f“o xX()dt = — fox “(t)dt
2 2 2

Korzystajac z zaleznoSci (i) stwierdzamy, ze moc sygnatu harmonicznego

. , a
x(t)= acoswy jestréwna P = EX |

47. W celu blizszego wyjasnienia sensu pojecia funkeji autokorelacji nalezy
rozwazy¢ zagadnienie aproksymacji sygnatu x (1) za pomoca innego sygnatu
v(t), x(t) = av(f), gdzie a jest pewnym wspdlezynnikiem, ktérego warto$é
nalezy tak dobrac, aby miara biedu aproksymacji byt jak najmniejsza

m&nfm[x (1) - av (1)Pdr
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Wyznaczyé optyméinac warto§é wspdlczynnika a oraz odpowiadajaca jej mini-
malna warto§¢ miary btedu aproksymacji. @ ' :

W celu wyznaczenia optymalnej wartosci wspé&czynnika o rozpisujemy wy-
razenie okre$lajace miar¢ bledu aproksymacji '

e(a)=] w[x (&) — av ()]t = 08[ Y 2(1})61: - 2(1[ T (v (0)dr + f :xz(z)df

Mozemy zauwazy¢, ze wyrazenie okreslajace miare bledu aproksymacii e (o)
jest tréjmianem kwadratowym ze wzgledu na wspétezynnik a. Miara bledu
aproksymacji jest minimalna dla wartosci wspéiczynnika a, danej ponizsza
zaleznoScig '

f P (1 (t)dt

g =

1] " ¢ )t

oo

Minimalna warto$¢ miary btedu aproksymacji jest réwna

i~

. fwx(t)v(t)dt}
emin=f xHe)dt - 22—
- [ vi)ae

00

Korzystajac z nierdwnosci Schwarza

b

2
sfbxz(z yde [ v¥(e)di

a

f P (t v (2 )dt

mozemy stwierdzi¢, ze minimalna warto$¢ miary bledu aproksymacji spetnia
nierdéwnosc

0<e,, =< f x*(t )dr

|

priy czyme . = 0,gdy x(£)= v (t) oraz e, = | f x(¢t)dr , gdysygna-

ty x (r)iv(t)sa ortogonalne, tzn.f x{Ww{t)dt = 0.

Wyrazenie okreslajace optymalng wartos¢ wspétczynnika o, przyjeto norma-
lizowac

w 2
{f x(t)v(t)dt}
p=To p
[f x2(t)dtHf vz(t)dt}

Korzystajac z nierdwnosci Schwarza mozemy stwierdzié, ze wartos¢ wspot-
czynnika p nie przekracza jednosci, 0= p=< 1.

Dla sygnaléw ortogonalnych wspdiczynnik p = 0, a blad aproksymaciji przyj-
muje warto$¢ najwicksza. Sygnaly ortogonalne mozemy wigc nazywaé takze
sygnalami nieskorelowanymi.

Dla sygnatéw identycznychx (¢ } = = v (1) wspdlczynnik p = 1 (miara bledu
aproksymacji jest rowna e_;, = 0); sygnaly takie mozemy nazywac w pelni
skorelowanymi.

Dia tych powoddw wspdtczynnik p jest nazywany wspélczynnikiem korelacji
dwdch sygnatéw. :

‘Zauwa'é:my, ze centralng czgScia definicji wspdlczynnika korelacji jest catka
f x{(t)v(z)dt. Jezeli dopuscimy w tej calce wzajemne przesuniecie funkcji

R, (%) = [ x (¢ )v (t+v)dt, to zdefiniujemy tym sposobem tzw. funkcje in-

terkorelacji dwdch sygnaléw. Jezeli teraz w ostatnie] definicji przyjmiemy
v {1+ T)=x (t+ 1), to ostatecznie otrzymamy okre§lenie funkcji autokorelacji

sygnalu x(¢) - R (1) =f x (O)x (¢t + v)dr . Znajomos§é funkcji autokorelacji

umozliwia wyznaczenie wartoSci wspdiczynnika korelacji bedacego unormo-
wang miarg podobiefistwa sygnahu x (¢ ) do sygnahu przesunietego x {t + ). B
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48. Udowodni¢, ze funkcja autokorelacji rzeczyw1stego sygnatu energetycz-
nego spetnia nierdwnosé

RG] = RO = x¥e)dr.
@

Funkcjé autokorelacji R (t) mozemy przedstawié za pbmocq odwrotnego prze-
ksztalcenia Fouriera widmowej gestoSci energii (przypominamy, ze widmo
amplitudowe | X (w)| sygnatu rzeczywistego jest funkcja parzysta)

R(x)= i[m[X(w)] el o = i-j: | X ()] *cos wtd o

Przystepujemy do szacowania zakresu zmiennosci funkcji autokorelacji

IR(¥)] = %ij(m)lzl coswt|dw = %j:]X(m)lzdm=j::x2(t)dl=R(O)
IR(0)] = R(0)

Funkcja autokorelacji sygnatu energetycznego osiagga maksimumdla T= 0, co
jest zrozumiate o tyle, Ze im mniejsze jest wzgledne przesuniecie T sygnatu
wzgledem siebie, tym wicksza jest korelacja.

Zauwazmy jeszcze, ze widmowa ggstosé energii S () = | X ()] ? jest funkcja
rzeczywista, a zatem odpowiadajaca jej funkcja autokorelacji jest parzysta (dla
sygnahu x (¢ ) przyjmujacego wartosci rzeczywiste)

R(t)= R(-7)

Dowodzi sig, ze funkcja autokorelacji sygnatu zespolonego jest funkcja her-

mitowska R(-1) = R™(t) , przy czym nadal stuszna jest nieréwnosé
IR ()| = R(0). @

49. Udowodnié, ze funkcja autokorelacji rzeczywistego sygnatu mocy

R(r)-rli—ff x(z+t)x(t)dt

jest parzysta R (t) = R (- t) oraz ograniczona | R (t)| = R(0). @
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Dowodzimy parzystodci funkcji autokorelacji sygnatu mocy (zakladamy, ze
1> 0 - przy t < 0 dowdd przebiega podobnie)

I—‘C
R(-t)= lim ——f x(t-tx (H)dt = lim Tf; x(WMx(V+Tdy =

]‘—»oo T—»

T2
I . I r_.
1y p2” 2 2
im=—1| |~ d Vx (v +1)dv + x (Vx (v+t)dv
lim | [, 2@ @ends [ x(x(vrod s[5 x0)x v+
27" T2 2
W ostatnim wyrazeniu granica pierwsza oraz trzecia sg rowne zeru, a wiec
funkcja autokorelacji sygnatu mocy jest funkcja parzysta R (v) = R (- T) .

W dowodzie drugiej wiasciwosci funkcji autokorelacji sygnatu mocy korzysta-
my z nierdwnosci Schwarza

N I~
NM

f x (1 +Tx (¢ )dt s [x

t)dtf‘ 2(s 4+ 1)dt

T2

[SUE
[N

Uéredniajac po czasie obydwie strony powyzszej nieréwnosci stwierdzamy, ze
|R(¥)]? s R %(0) awiecréwniez| R (t)| = R (0). Stwierdzamy, Ze podsta-
wowe wiasciwosci funkcji autokorelacji sygnatu mocy sg takie same jak
wlasciwosci funkcji autokorelacji sygnatu energetycznego. B

50. Sygnat mocy x (¢) jest sygnatem wejSciowym filtru 2(f) < H(w) ; od-
powiedz filtru wynosi y (¢ ). Udowodnié, ze pomigdzy widmowa gestoscig
mocy sygnatu wyjsciowegoS, (w)a widmowag gestoscia mocy sygnatu wejscio-
wego S, (w) zachodzi zwnzekS () = | H (0)}*S, (w) .

Funkcja autokorelacji sygnatu wyjSciowego filtru jest dana granica

I~y

R (x)=lim = f v (1 +T)y (0)dt
T —w

ktérg po uwzglednieniu zwiazku splotowego



y(z);h(z)eiex(z');fh (v x(t-~)dv

mozemy zapisaé w postaci rozwinigte]
. 2 .
R.(7) =Thi11 —]:f_zdt[wh (V)x (1 - v)d vIwh Wx (t+T-NdA
. 2 :

Po zamianie kolejnoSci catkowania i wykorzystaniu ponizszego zwigzku wyni-
kajacego z definicji funkcji autokorelacji
1 z
. 2
R, (t+v-1)= lim -]:[Zx(t—v)x(t+~c—-7\.)dt

T —son

2

stwierdzamy, ze pomiedzy funkcja autokorelacji sygnatu wyjSciowego a fun-
kcjg autokorelacji sygnatu wejsciowego jest spetniona zaleznosé

R,(x)=R ()¥%h(x)*kh(-7)
réwnowazna w dziedzinie czestotliwosci zwiazkowi
S, (@)= |H (w)]’S, (o)

Stwierdzamy, ze podstawowe wlaSciwosci funkcji autokorelacji sygnatu mocy
oraz sygnatu energetycznego sg identyczne. B

51. Energia rzeczywistego sygnatu x (1) < X (w) o skofczonym czasie
trwania T, x (t )= 0, |¢] > T wynosi

E = foz(t)dt
-T

Sygnat x (7) jest sygnalem podawanym na wejscie dolnoprzepustowego filtru
h(t) < H(w) . Dowodzi si¢, ze mozna tak dobrac sygnat wejsciowy x (¢)
(przy zachowaniu przyjetych wczesniej zalozen), aby energia sygnatu wyjscio-
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wego filtru y (¢ ) byta maksymalna. Optymalny sygnat x (¢ ) jest dany rozwig-
zaniem réwnania catkowego

kx(t);fo(t)L (t-7vd=
-T
L(t) = |H@)|*

wyznaczonym dla maksymalnej warto§ci wlasnej A réwnania catkowego.
Przyjmujemy posta¢ funkcyjng optymalnego sygnatux (¢)

acoswt, |t|s T

0, HENS

x(t)=

Wyznaczy¢ amplitude optymalnego sygnatu x (¢ ) przy zalozeniu, ze

H{w)=

a+jo’
Dla podanej w zadaniu transmitancji filtru mamy

i
2
o+ w?

L(t)= Elae"“"'¢|11(w);2=

Poszukiwany sygnat x (¢ ) spetnia wobec tego réwnanie catkowe
! fe-<] ! (1-7) T oft-7)
200x (1) = e Tl = | x()e " T+ | x(v)e™ dr
ohx (1) [Tx(t)e T [r() ft ()

el < T

Powyzsze réwnanie rozwigzujemy przy zalozeniu, ze x (¢ )= acos wf. Po
wykonaniu niezbednych przeksztalcen otrzymujemy

2acos wt  wsin T — acos T _ o1/ or o
20hcos Wl = T > e “(e“+e°‘>

2
a+ w o™+

Ostatnia zalezno$¢ powinna byé prawdziwa dla dowolnego | #] < T, co jest
mozliwe tylko wtedy, gdy spetnione sg dwa dodatkowe zwigzki
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wsin w7l - acos wl = 0

1

01.2+ (,02

A=

Poszukujemy rozwiazania réwnania catkowego dla maksymalnej wartosci
parametru Ay, ktorg wyznaczamy dla minimalnej wartosci czestotliwosci wy
bedacej rozwigzaniem rownania wytg wel = o

1
7
o+ W

>\'O =

Amplitude sygnatux (¢ ) = a cos wt

okres§lamy z warto$ci jego energii
2 r 2
E = a‘f cos “wi dt
-7

52. Sygnalem wejsciowym filtru o transmitancji H (w) jest dolnopasmowy
sygnat x{t) < X (w) o szerokos$ci widma réwnej W, X{(w)= 0 dla
| w| > W oraz znanej energii E

! f le(u))[zd(u

E e
2Ly

Korzystajac z nierdwnosci Schwarza (poréwnaj zadanie 21, zalezno$¢ (ii)) dla
catki okreslajacej sygnat wyjsciowy filtru y (¢)

1 A .
f — Jot
y()= - f WX(cu)H ()e’d o

udowodni¢ nierdwnos¢ stuzacy do szacowania zakresu zmienno$ci sygnatu
wyjsciowego filtru
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E W
2 _ L 2 .
O 2= [ 1H () de 0
@
Korzystajac z nierdwnosci Schwarza, otrzymujemy nieréwno$¢
1 o , 2w 1 W7
e Joot A 2 = 2
ZKIWX(UJ)H(Q))e do| s 5 _WIX(co)] d(uanV]H(oa)[ dw

ktbra stanowi prawg stronej dowodzonej nierdwnosci (i).

Rozwazymy dwa interesujgce przypadki szczegblne nierdwnosci (i). Przy
zatozeniu H (w) = 1 pociagajacym za soba y () = x (¢ ) mozemy oszacowad
zakres zmiennosci sygnatu energetycznego o skoficzonym pasmie czestotliwo-

$ci
@) = VEY

Przy zatozeniu H (w) = jo mamyy (#)= x'(¢) oraz

W w zw3
H(w)|dw= Mow="—
JH @) do= [ Jo|*do= =

Otrzymujemy nastepujace oszacowanie zakresuzmiennos$ci pochodnej sygnatu

, EW
[x'()) < W ™

53. Udowodnic, ze sygnat x () = X {w) o skoficzonej energii F , o szero-
kosci widma réwnej W nie moze zmieniaé si¢ szybciej anizeli funkcja wyktad-

nicza
x ()] = VEL ¥l
T
@

Zauwazmy najpierw, ze jezeli| w| = W ,to]e /] = 1 < /™" Z nier6w-
nosci Schwarza (zadanie 21, zalezno$¢ (ii)) wnioskujemy, ze
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2

J X @)ldo

w. .
< 2W [ |X(0)d o~ 4nWE
W

Szacujemy zakres zmienno$ci sygnatu

1 % jo e Wil W . \/EW wle|
[x(t)ls—z—RIWlX(m)e [do < P _[W]X(w)fdms —e
B

54. Zalézmy, ze energia sygnalux (1) <> X (w) wynosi E_ a jego pochod-
nejx'(t) - E,.. Wykorzystujac nieréwno$¢ Schwarza dla funkcji (o > 0)

et
X (w)e’ = Vot 0* X (0) ——=——=
Vot w?

udowodni€ nieréwnos¢ Székefalviego-Nagy’ego

|x()| = VEE,. M

Z nier6wnosci Schwarza (zadanie 21, zalezno$¢ (ii)) wnioskujemy, ze

2

| 2mx (1)) = fVoc+mX(oJ)\/—'€‘_J;t_u)_
o

X

sf (a+oJ)}X(m)l'dcofwaim > = _222(

=, oE +Ex,)

Po wykonaniu przeksztatcefi otrzymujemy

) af, E,
- E,
(" = =7+ 50

Ostatnia nieréwnos$¢ powinna by¢ stuszna dla dowolnej wartoscia > 0 zatem
nieznana warto$¢ wspdlczynnika a mozemy dobrad tak, aby prawostronne
ograniczenie byto jak najmniejsze (przy ustalonej z zalozZenia energii £ oraz
energii E,.) . Nietrudno jest stwierdzi¢, ze optymalna warto§é parametru o
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. Ex' o . . C e s N s
WYynosi o = V ”E‘; po podstawieniu tej warto$ci do ostatniej nieréwnosci
x

otrzymujemy dowodzong nierdwnos¢ (i). B

55. Sygnalem wejSciowym filtru o transmitancji & (¢) < H () jest sygnat
x(t) < X (w) o uvstalonej energii £ . Wykorzystujac nieréwnos$¢ Schwarza,
dobrad tak przebieg sygnatu wejSciowego x (¢), aby odpowied? filtru w pewnej
ustalonej chwili 7, przybierata jak naij;kszq wartosé. @

Nier6wnos¢ Schwarza (zadanie 21, zaleznos¢ (ii)) stosujemy do wartosci y (£;)
sygnatu wyjSciowego filtru w interesujacej nas chwili czasu t,

o 2 - " .
|27y (1))* = j:wX(u))H (w)e®hd o S[m!X((ﬂ)‘ q w!mlH(m)} 2e79 d

Ostatnia nieréwnos$¢ wyznacza maksymalna warto$¢ sygnatu odpowiedziy (1);
z dowodu nieréwnoSci Schwarza wynika, ze maksimum zostanie osiagnigte
tylko w przypadku, gdy

X (@) o H*(w)e %
x(@)xh™(ty~1)

Otrzymany wynik jest znany w teorii sygnaléw pod nazwg zasady filtru .
dopasowanego. B

56. Wyznaczy¢ dolnopasmowy sygnal x (1) <> X (w) o ustalonej energii E',
X(w)= 0dla|w| > W, zerujacy si¢ w chwilach = a, x(~a)=x(a)=0,
ktérego wartos$é x (0) w chwili 1 = 0 jest maksymalna. @

Korzystajac z definicji odwrotnego przeksztalcenia Fouriera mozemy napisad
x(0) = ifWX(w)dm
2nlw
x(za) = —LfWX (@)™ °d w
, 2nly

Scalamy powyzsze zwigzki



W o .
x(0) = ﬁ[WX(m){l + oyel” O+ aze","‘”]d ®

gdzie o, oraz a, sa dowolnymi statymi. Z dowodu nieréwnosci Schwarza
(zadanie 21, zalezno$¢ (ii)) zastosowanej do powyzszej catki wnioskujemy, ze
probka sygnatu x (0) przyjmie maksymalng wartos¢, jezeli zostanie spe%monv
warunek

X(w)=k [ 1+ aje ™ a;ej”m}d w
jw] = W

gdzie k£ jest dowolna staly proporcjonalnosci. Biorgc pod uwage, ze
X(w)= 0 dla |w| > W, wyznaczamy przebieg czasowy poszukiwanego
sygnatu

t ! t—a I t+a

1 7, : _ .
x(1) = k{sleq_ o sinW (¢ a)+ o Mﬁiﬂ}

Nieznane state o, oraz o, nalezy wyznaczyé z warunkux (~a)=x(a)=0

-2 sinWa

H= B 2Wa + sin 2Wa

57. Sygnatx (1) = {](z Je * a> 0 jestsygnatem wejSciowym filtru dolno-
przepustowego o charakterystyce amplitudowe;j

_ B
!H(w)l“ m

Wyznacz zwigzek pomiedzy parametrami « oraz f8 tak, aby energia sygnahu
wyjSciowego filtru byta réwna potowie energii sygnatu wejsciowego. @

Energia sygnatu wejsciowego wynosi

E. = fmxz(l Ydt = fwe”za'dt = 515
0

- GO

Energie sygnatu wyjSciowego filtru znajdujemy z zaleznosci
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E, = -13; f:] Y(w)|?dow= i f:]X(w)l I H (w)] *d o

Poniewaz
x(0) = A )e ¥ o ——
\/ 2 2
o+ M
zatem

1 _ B
f a+oo)((.’>+ur)dw— 2 ala+ B)

Po rozwigzaniu rownania wynikajacego z zalozen zadania E_ = 2E_ otrzymu-
jemy poszukiwany zwiazek o = 3. B

58. Udowodnié, ze funkcja autokorelacji sygnatu energetycznego

R)=f T (Dx (1 + T)dt

moze by¢ wyrazona w postaci iloczynu splotowego

R)=x(x)¥x(-71 )

Zapisujemy iloczyn splotowy w postaci catki
x(D¥x(-1) =f x (= 0x (- 1)dt

Po zamianie zmiennych — 1 = A otrzymujemy poszukiwany zwigzek

®

R(v)= [ x(x(t+Ddi=x(x)%x(-7)

59. Rozwazmy “nieregularny” grzebien Diraca (o réznych amplitudach po-
szczegoblnych prazkéw)



X(t) = Eanﬁ(f;-ﬁT') : ). |

nm—w

Znalez¢ warunek, przy ktérym sygnat x(t) jest sygnalem energetycznym oraz
wyznaczyC jego funkcj¢ autokorelacji. @

Funkcjg¢ autokorelacji sygnatu (i) wyznaczamy korzystajac z zaleznosci (i)
wyprowadzonej w zadaniu (58)

R('C): Eané(’c-nT) * zamﬁ(-—t—mT) =

n=—co "o -0

= | Yo, d@-nT)|%| ¥ o,dx+ml)

N=-00 m o= - 00

Przypominamy, ze impuls Diraca posiada wlasciwos¢ parzystoscei. |
Z, wlasciwosci splotu wiadomo, ze
d(x—1y)¥d(t-1,)=0[vt~(t;+1,)]

co w naszym przypadku pozwala zapisad

0 o

R@= Y Ya,a,8t+(m-n)T)= S A,8t-nT)

He—~ 0=~ n= -~

gdzie wspbtczynniki A | sa okreslone szeregiem

Sygnat jest energetyczny, jezeli jego energia jest skoriczona, E =R (0) <
a wiec gdy zbiezny jest szereg
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61. Sygnaly deterministyczne cechujg sie tym, ze dla dowolnej chwili czasu
mozna dokladnie wyznaczy¢ ich warto§¢. Warto$é sygnaldw losowych mozna
okresla¢ wylacznie “z dokladnos$cig” do prawdopodobiefistwa. Poniewaz nie

-mozemy podac przepisu funkcyjnego okreslajacego wartosci sygnatu losowe-

go, opisujemygo za pomocs funkcji gestosci prawdopodobiefistwa charaktery-
zujacych rozktad mozliwych warto$ci sygnatu.

Funkcje gestosci prawdopodobiedstwa I rzedu definiuje sie poprzez prawdopo-
dobiefistwo zdarzenia

fle;t)Ax= Prix < x(1) < x+Ax)}

ze w chwili ¢ proces losowy x (f ) przyjmie warto$¢ nalezaca do przedzialu
[x, x+Ax).

Znajomo$é funkcji gestosci prawdopodobiefistwa f(x ;¢ ) pozwala wyliczyé
wartosc Srednig sygnatu

L3

x(6) = [ xfle; )

oraz jego wartos¢ sredniokwadratowsg

x2(1)= fwxzf(x;t)dx

Podobnie definiuje si¢ funkcje gestosci prawdopodobienstwa Il rzedu
f(xp, X35 1, TVAX, A, = Pr{x1 < x(t)< X+ A%, X, sx(I+T)< X, + sz}

Funkcja autokorelacji sygnalu losowego x (¢) jest okreSlona jako wartosé
Srednia iloczynu wartoSci sygnatu w chwilach ¢ oraz¢+ <t

R(t,7) = fmfmxlxzf(xl Xy 31, Odeydi, = X (T +0x (1) ()

-0 — o

Zaktadamy, ze realizacje procesu losowego sa deterministycznymi sygnatami
mocy. Udowodnié, ze usredniona widmowa ggsto$é mocy procesu losowego jest
transformatg Fouriera uSrednionej po czasie jego funkcji korelacji wiasnej (i)



I , . .
lim %I;R(z,x)dzz SR> =sE )

T o

2

@
Realizacje procesu losowego sg deterministycznymi sygnatami mocy, zatem dla
kazdej z nich mozna okresli¢ funkcjg autokorelacji (zalezno$¢ (i), zadanie 43)

g

r(t)= lim %:[?c(t+t)x(t)dt C<x(t+Tx()>

T

o

Transformata Fouriera funkcji autokorelacji realizacji sygnatu losowego opi-
suje jej widmows gesto$¢ mocy r (1) < 5 (w) . Widmowa gestosé mocy syg-
natu losowego otrzymujemy uSredniajac widmowe gestoSci mocy jego
poszczegdlnych realizacji

T
S (@)= §(0) =7 (0 - lim % f ;x(t+ % (1)
T
S(w) < lim lsz {t,v)dt= <R(1,7)>
i T _I S 5

Ostatnia zalezno$¢ okredla sposéb wyznaczania widmowej gestosci mocy
procesu losowego (usrednionej).

Rozwazmy dokiadniej sygnal losowy stacjonarny w szerszym sensie, dla
ktérego funkcja autokorelacji nie zalezy od aktualnego czasu ¢, a tylko od
przesuniecia tanalizowanych chwil czasu, R (¢, t) = R (1) . W tym szczegdl-
nym przypadku otrzymujemy zwiazek

S(w) = R{x)
bedacy teza twierdzenia Wienera - Chinczyna. B
62. Wyznaczy¢ widmowg gestos¢ mocy sygnatu losowego v(z ) = x (¢ Jcos wgyt

gdzie x (¢ ) jeststacjonarnym sygnatem losowym o znanej funkcji autokorelacijii
wlasnej

126

R . (t) =S, (w)
@

Zgodnie z zaleznoscig (iii) z zadania 43 wyznaczamy najpierw uSredniong po
czasie funkcje korelacji wlasnej sygnatu losowego v (¢)

<R, (t,T)>= <x(t+T)cos wy(t+T)x (¢ )cos wyt > =

= < FTOR() [o05 @y T+ cos Qo + D) =

- <%R,\'(T) cos thJr%Rx(r) cos (2wyt + T)]> =

1 1
= ER"( T) COS Wy T + ER"( T) < cos (2wyt + T)>
Poniewaz < cos (2wt + T)> = 0, zatem
1
<R (t,7)>= ER"‘( T) cOS Wy T

Widmowa gegstos¢ mocy sygnatu losowego jest transformata Fouriera usrednio-
nej po czasie funkcji korelacji wlasnej (zalezno$€ (ii), zadanie 61)

S, (@)= 7[S @+ o)+ 5, (0- )]

Zauwazmy istotne podobiefistwo pomigdzy powyzszg zaleznoscia obowigzu-
jaca dla sygnatu harmonicznego o losowo uzmiennionej amplitudzie a zalez-
noScig (2.12) obowigzujgca dla sygnatéw deterministycznych. B

63. Wyznaczy¢ widmowa gestoS¢ mocy dyskretnego synchronicznego sygna-
tu losowego x (¢ ). Sygnat ten przyjmuje K dyskretnych wartoSci o,
k=1, 2, ... K zprawdopodobiefistwem réwnym odpowiednio p,, przy czym
Py +Dy+ ... +p.=1. Sygnat x (¢ ) zmienia swojg wartos¢ z czestotliwoscia

taktowania f; = gdzie T jest czasem trwania taktu sygnatu (sygnaly takie

T b4
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S§ nazywane synchroﬁicznymi). Zaktadamy, ze warto$¢ sygnalu w danym

takcie nie ma zadnego wptywu na warto$¢ sygnalu w taktach nasté;pnych. @

Przyjmijmy, Ze x, oznacza warto$¢ sygnatu w n- tym takcie, n=0, = 1,
Warto§¢ Srednia sygnatu

K .
X, =X= zakpk
k=1

22 2

oraz warto$¢ Sredniokwadratowa

ml

K
z o P

sg state - nie zmieniajg si¢ z taktu na takt.

W celu wyznaczenia widmowej gesto§ci mocy rozwazanego sygnatu znajdzie-
my najpierw jego funkcje autokorelacji R (¢, t) = x (t+ tx (1 ).

Jako pierwszy rozwazymy przypadek, gdy przesuniecie chwil czasu|t| =27,
a wiec gdy chwilet oraz f+ <t na pewno lezg w réznych taktach (powiedzmy
w takcie j-tym oraz n-tym). Poniewaz warto$ci rozwazanego sygnatu w réznych
taktach sg niezalezne od siebie, to

R, 0)=x(t+0x(t)= X, %= X%=(X)

Jezeli natomiast |t|< 7 , to chwile 7 oraz ¢ + T moga znajdowac si¢ w tym
samym takcie, ale nie musza. Jezeli znajdujg si¢ w réznych taktach, to warto$c
funkcji autokorelacji jest dana ostatnig zaleznoscia. W przypadku przeciwnym
(chwile t orazt + t znajduja sie w tym samym takcie) wartos¢ funkcji autoko-
relacji wynosi

R, V)=x(+1tx(t)= x12= x2

Z sytuacja ta mamy do czynienia wtedy, gdy t€[nT,(n+1)T -] dlat>0
orazgdy t € [nT -, (n + 1)T ] dlat < 0. Zgodnie z zaleznoScig (iii) z zadania
43 usredniamy po czasie funkcje autokorelacji R (1, ©)
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; (X ) , ltl=T
<R(t, o> =

-l ey e

~ Pamietajac, z2 o* = x2- (%) jest wariancja badanego sygnaty, otrzymu-

jemy ostatecznie
<R(,T> = (X )2+ * Ay (T)
Widmowa gestos¢ mocy dyskretnego sygnatu synchronicznego jest réwna

S () = F{<R(z,~c)>} 2 (%) 6(@J)+G‘TSa2-(%Z
Widmowa gesto$¢ mocy synchronicznego sygnatu dyskretnego ma charakter
dolnopasmowy; sktadowa stata znika tylko wtedy, gdy zeruje sie warto$é
$rednia x = 0 sygnatu i wtedy

9 wl

S (w)= xTSa 5

2.7. Wzoér sumacyjny Poissona

64. Sygnatx(t) < X (w) zeruje si¢ poza przedziatem | 1| < g .- Tworzymy

sygnat okresowy x (1) = E xo(t+nT) . Wyznaczy¢ transformate Fouriera

sygnatu x (¢ ) oraz udowodnic, ze okresla ona szereg Fouriera sygnatu x (¢).

@
Korzystajac z wlasnosci prébkujacej impulsu Diraca, mozemy przedstawié
sygnal x (¢ )} w postaci splotu

X(6)= Y xo(t+nT) = xoft) % d.(1)

9 — Analiza czgstotliwoser .. 129



Znajdujemy teraz transformate Fouriera sygnatu x (¢ )

27 - - X o{n wy)
X(w)= XO(U))—T— 2 dw-nwy)=2m 2 ——j,—ﬁ(co~nmo)
27
przy czym o= .
Odwrotna transformata Fouriera dana jest zaleznoscia
- 1 - jino s
x(t)= Exo(wrnT) - = EXO(n wp)e @
gdzie
Xon wo) e
7 Tf 0(t Je jnoogt

W ostatpich dwéch zaleznosciach rozpoznajemy szereg Fouriera okresowego
sygnatux (¢t ). B

65. Udowodni¢ wzdr sumacyjny Poissona (w, = x4(1) = X (w))

2n
T 2

n=— H=—®

<«

Exo(t+nT)= x (1) *8,(1) =

n=-w

o« ]

= Xo(0) > d(w-nwy)= 7—;‘ > X(n o) (e ~nwy) =

=0 = -0

1 : 7w
® = ZX (n og)e’
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E x{t+nT)= % EXO(n wg)e ON

Po podstawieniu ¢ = O otrzymujemy przypadek specjalny wzoru Poissona

Sxo(nT) = 7 S (103 (ii)
=

66. Korzystajac ze wzoru sumacyjnego Poissona (zalezno$¢ (ii), zadanie 65),

]

wyznaczy¢ sume szeregu E el as> 0 @

"=

Z definicji przeksztalcenia Fouriera otrzymujemy

2o

2 2

-—a]r] f eotte—]c)tdz +f e~ e —-jloid[
a“+ w

Sume rozwazanego szeregu wyznaczamy ze wWzoru sumacyjnego Poissona dla
T=1

ke L1 D \
ze E(:H—(va)

n= -0 n=-w

67. Korzystajac ze wzoru sumacyjnego Poissona (zaleznos¢ (ii), zadanie 65),
udowodnié, ze

i sinW (1+nT) sin (2N + 1) wyt

W -
t+nl 0 sin wy!

przy czym w = —TTE , a N jest czescig catkowity liczby ;L]{ ®

W tabeli transformat znajdujemy pare transformat Sa(Wr) < — ILW (). Na

mocy wzoru sumacyjnego Poissona otrzymujemy

24—‘“ trnl) }:sdwmnr)—TEHW(znwef“"“'

t+nT

Ne= — 0 H=-— n=—w
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Funkcja [l (2nog) = 0dla 2nwy > W oraz I, (2nwg) =1 dla 2n o> W.
Jezeli przyjmiemy,lie N jest czgscig caﬂ(owitq liczby %, N= [—ZW% }, to
ostatnia suma réwna sic wilasnie

N N
eimod _ 142 CoSs 2nmyt =
o

n=-N n=1

sin (2N + 1) wgyt
sin wgyt

na mocy t0zsamosci frygonometryczne;j

N sin 2N+-1—h

1+ 2 E cosnh = 1 2
ne1 sin —2'h

68. Korzystajac ze wzoru sumacyjnego Poissona (zaleznos¢ (ii), zadanie 65),
udowodnic tozsamosé

[ee] [>2} 2 2
(a3 2 - 1
V - E e~ ny 1+22 e o cos2mnl

n = - o= - O

2
. . . _ 2 a —

W dowodzie nalezy wykorzystac pare transformate™® < —e¢ 4. @
7

Korzystajac ze wzoru sumacyjnego Poissona dla 7 =1, otrzymujemy

2

[= 4 L2
ze—a(m-,,)z: /o Eejlnnte—j;
I

"= -0 n=—

2
Jt

69. Korzystajac ze wzoru sumacyjnego Poissona (zalezno$é (ii), zadanie 65),
o

I+ a
udowodnid, ze jezelix (¢t ) = f fodx, to 2x(z+2na)= const. @
t—a

n=-—

Zauwazmy najpierw, ze

X(t) = F(t) %0, (1) < 2aF(w)Sa (a0)

Ze wzoru sumacyjnego Poissona otrzymujemy zatem

2 x(t+2na) = 51; EX(n_-g-)e_j% = 2 F (n E)Sa (nm)e e

Poniewaz Sa(nm)=0 dla n==1,22, +... oraz Sa(0) =1, to z ostatniej
zaleznoSci wnioskujemy, ze

oo

Ex(t+2na)= F (0) = const

EERES
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ROZDZIAL 3

PRZEKSZTAL.CENIE HILBERTA

Przeksztatcenie Hilberta sygnatu x(¢) jest definiowane w sposob nastepu-

jacy

A 17 x(tT)
Hix(t), = H = - 3.1
LU R et (3.2)
Definicja (3.1) przeksztatcenia Hilberta jest rtébwnowazna iloczynowi splo-
towemu

R0 = ;1; % x(1)

Mozemy zatem przyjaé, ze sygnat kwadraturowy x(f) jest sygnalem wyj-
$ciowym filtru (tzw. filtru Hilberta lub kwadraturowego) o odpowiedzi impul-
sowej

At} = —i—[ = - jsgn{w) = e sgn(w) = {

-j, =10

j, w=< 0 (3-2)

Pare transformat (3.2) mozna wyprowadzié, korzystajac z wiaSciwosci
symetrii przeksztatcenia Fouriera (2.8) zastosowanej do pary transformat

sgn(t) = 75) . Z postaci transmitancji (3.2) filtru kwadraturowego wnioskuje-

my, ze filtr ten nie wplywa na widmo amplitudowe sygnatu x(f), przesuwajac
jedynie w fazie jego sktadowe widmowe o kat ¥2 . Z tego powodu sygnat
x(f) jest nazywany sygnatem kwadraturowym.
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Wykorzystujgc powyzsze zaleznoSci, mozemy zapisaé zwiazek

il = X(0) - [-seno] X(o) - { gy ezt a3
okreslajacy transformate Fouriera b'¢ (w) sygnatu kwadraturowego x(f) .
Transformate Hilberta mozna wyznacza¢ bezposrednio z definicji (3.1) lub
wykorzystujac zaleznosc¢ (3.3).
Przeksztalcenie Hilberta oraz zwigzane z nim pojecie sygnatuanalitycznego
jest w gléwnej mierze wykorzystywane w analizie widmowej sygnaléw wasko-
pasmowych.

3.1. Wyznaczanie transformat Hilberta

1. Wyznaczy¢ transformate Hilberta sygnatéw harmonicznych coswyt oraz
sinwgt. @

Biorac pod uwage, ze przeksztaicenie Hilberta sprowadza sie do przesunigcia
sktadowych widmowych sygnahu o =% bez zmiany ich amplitudy, otrzymuje-
my wprost

H{ coswot}

i

cos{wyt — sinw,!

i

R oia
S

H{sinwgt} = sin(wt - = - coswf

Mozna postapi¢ bardziej formalnie i zastosowac czestotliwosciowg metodg
(3.3) obliczania transformaty Hilberta. Rozwazmy zatem sygnat

x(f) = coswg + jsinwg = e’
Poniewaz
x() = % < 2md(w- )
zatem
)A(((o) = —2md(w - ) = —je = —jcosmt + sinog

skad wnioskujemy o stusznosci zwiazkéw (i).



2. Wyznaczy¢ metody czestotliwoSciows oraz bezposrednio z definicji prze- -

ksztatcenia Hilberta pare transformat ' '

1 £
H{t2+ 1} T4 @

W tabeli transformat Fouriera znajdujemy pare transformat przydatng dla
rozwiazania zadania

—olt 20
P L e
o+ W

Korzystajac z wlasciwosci symetrii (2.8) przeksztatcenia Fouriera, otrzymuje-
‘my nowg pare transformat

1

~leol
fr1 0T

Korzystajac z metody czestotliwosciowej wyznaczania transformaty Hilberta
(3.3), otrzymujemy

X (@) = mee? sgn(w)

Obliczamy nastgpnie odwrotng transformate Fouriera
x(f) = l}[e_l‘“‘{ e’z sgn(w)] e’doy = 1 ]}e‘” &'dey — ]Te"” ¢“dw
2—05 2 -0 0

. 0 o
x(f) = ‘éfe(“”)wdco - ‘{e_(l'ﬂ)wdco

Po wykonaniu niezbednych przeksztatced otrzymujemy poszukiwang pare
transformat (i).

Przechodzimy do wyliczenia pary transformat (i) bezposrednio z czasowej
definicji przeksztatcenia Hilberta

1
H{zz+ 1}

17 1
;:{: (TP + 1) - r)dt
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Dokonujemy rozkiadu funkcji podcatkowej na utamki proste

1 117 A B [ dt
H{t2+ 1}= n frz+ 1dt+f1:2+ 1dt+ff—T

—00 - I

Py 3 - ) - ) . . . - arZ Sta
Warto$¢ érodkowej catki wynosi zero, gdyz catkowana JCSt fu.nkqa n,x/ep ty St
w granicach symetrycznych. Mozna réwniez udowodnid, ze i wartos¢ ostatniej
cafki jest zerowa. Poniewaz A = ?Ll’ otrzymujemy raz jeszcze poszukiwang

+

pare transformat (i)

1 L1 arctg"c00 = !
= - = 2
M nt+ 1 w e+ 1

i |
3. Wyznaczy¢ pary transformat Hilberta
1~ cosWrt
Hisawi] = W

{ 5 ‘ 1 - Sa’Wr
HiSa*Wyy = w ‘
(®

Hlei® = —jsgnae’™

T

L+ =

1 2

Hm, ) = ~In i
B

3.2. Twierdzenia

4. Wykazaé, ze rzeczywisty sygnat w(f) < V(w) oraz jego transformata Hil-
berta v(f) sa ortogonalne
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=]

[voP@dr = 0

W dowodzie nalezy wykorzystaé twierdzenie Rayleigha (2.21). @

Przypominamy twierdzenie Rayleigha dla sygnaléw zespolonych
Tx(z)y*(z)dz - i}X(m)Y*(w)dm
v 2

Zaltézmy najpierw, ze x(f) = v(f) , a wigc X(w) = V(w)= [jsgnow] V(w).
Przyjmijmy réwniez, ze y'(1) = W(f), awiec y(¢) = v'(¢), skad na mocy wiasci-
wosci (2.4) przeksztalcenia Fouriera wnioskujemy, ze Y{(w) = V'(-w), a wigc
takze Y'(w)= V(-w). Wykorzystujemy powyzsze zwiazki w twierdzeniu
Rayleigha

[vv@ar - —2% [ T-isgno]Vie) Vi-w)do

. o -
= _ZJ; :{;V(UJ) V(~w)dw - _[V(w) V(~w)dw

Poniewaz funkcja V(w)V(-w) = |V(w)P? jest funkcja parzysta, zatem

w

fuovdr = 0

—co

Zerowanie si¢ powyzszej catki oznacza, ze sygnat oryginalny oraz odpowiada-
jacy mu sygnat kwadraturowy sg ortogonalne. &

5. Udowodnié zwigzek

[lx@Fde = [lx()far

oznaczajacy, ze przeksztatcenie Hilberta nie zmienia energii sygnatu. @
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Korzystajac z twierdzenia Parsevala (2.20), otrzymujemy
[ix(opar = LT xt)pdo
h 2y

Jeszcze raz korzystamy z twierdzenia Parsevala - tym razem dla sygnatu kwa-
draturowego X (f)

o

?lx(t)]zdz - —21; f[sgnwX(w)fdo = —;; J 1 X(o)fdo

-

R6wnosé wartosei obydwoch catek pozwala wnioskowac o ortogonalnosci
sygnatu i jego transformaty Hilberta. &

6. Udowodni¢ twierdzenie
H{x(z) cosmot} = x(f)sinwf
przy zatozeniu, ze sygnat x(7) < X(w) jest dolnopasmowy X(w) =0,
o] > W, przy czym W<w,. &
Przyjmijmy oznaczenie y(f) = x(r)coswyt. Z whasciwosci przeksztalcenia Hil-

berta wiemy, ze

Y(w) = [—jsgnm]F{x(l)costt} = = [Jsgnw] [X(w - o) + X(w+ 0)]

r =

Korzystajac z zatozenia W < w,, mozemy napisa¢
)A’(u)) = %[X(w— w,) - X(w+ )] « x(f)sinnd

co koficzy dow6d. W podobny sposdb mozna pokazac, ze

H{x(t)sinwgz} = —x(f)coswyt



7. Udowodni¢ twierdzenie Bedrosiana o transformacie Hilberta iloczynu
dwdch sygnatéw ’ : :

Hiy0) = xOHpO) = 050 Q)

przy zalozeniu, ze sygnal x(f) & X{w) jest sygnatem dolnopasmowym,
X(w) =0 dla o> W, asygnat y(f) < Y(w) jest sygnalem gérnopasmowym,
Y(w)=0 dla |w|< W (pasma obydwéch sygnatéw sa roztaczne). @

Hoczyn sygnatdow x(f)y(f) wyrazamy za pomocg odpowiednich odwrotnych
transformat Fouriera

MOyl = 51; X0 du 2—175 RO

1 K ¥ i+ v
= Z;E;fdqu(u)Y(v)e’( Yy
Obliczamy transformate Hilberta
17T )t
Hky0} = _fdu (X YmyHlee > ay =

1 %, 7 . i + )t
= - 4n2:fdqu(u)Y(v)}sgn(u+ v)e dv

Z zatozenia o rozdzielnopasmowoSci sygnaléw x(f) oraz y(f) mozemy wnio-
skowad, ze sgn{u + v) = sgn(v), dzigki czemu otrzymujemy

1 ¥ r . (u+v
e f du f X)) Y(v) Jsgn(v)e’( Ydv =

Hx(y(o} = -

17 ; 1 5 . ;
= - = b —_ vt
= :f; X(u)ye™du Fn :f; Y(v)jsgn(v)edy
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W pierwszej catce z tatwoscia rozpoznajemy odwrotng transformate Fouriera,
jezeli natomiast chodzi o drugg calke, to stwierdzamy, ze

- —Z%z)’(v) jsgn(v)e‘j”tdv = izY(v)H{ej‘”}dv =

- Hi- fw YO et = Hy@l = 30

co koficzy dowdd twierdzenia Bedrosiana (i).
Zauwazmy jeszcze , ze zaleznos¢ (i) udowodniona w zadaniu 6
H{x(t) coswot} = x(f)sinwgt

jest przypadkiem twierdzenia Bedrosiana, w ktérym y(f) = coswyl. B

8. Sygnat analityczny x,(f) skojarzony z sygnatem x(¢) jest okreSlony
W nastepujacy sposob

_ x(0) = x(t) + jx() 0]
Ponadto

X0 = Rdx(0) (ii)
Wyznaczy¢ transformate Fouriera sygnatu analitycznego x, (1) < X, (0). @

Pamietajac o wiasciwosci (3:3) przeksztalcenia Hilberta otrzymujemy

X(0) = X(w)+ jX(0) = X(w)+ j[~jsenoP(e) - {gX("’)” ©>0 i

Stwierdzamy, ze transformata Fouriera sygnatu analitycznego jest jednostron-
na - zawiera skfadowe widmowe wylacznie o dodatnich czestotliwosciach.

W uzupetnieniu wyjasnimy, dlaczego z sygnatem (i) mozna zwiazac pojecie
sygnahu analitycznego, wystepujacego w analizie funkcji zespolonych. Zamie-

rzamy wykazaé, ze sygnat, ktdrego transformata Fouriera jest okresiona wyla-
cznie dla dodatnich czestotliwosci jest analityczny w sensie analizy zespolonej,
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. ato juz wystarczy, by pomiedzy jego czescia rzeczywista a urojong zachodzity
zwiazki okreslone przeksztatceniem Hilberta. '

Niech X,(w) oznacza prawostronny transformatg Fouriera, X, (w)=0 dla
» < 0. Przyjmujac — dla ogdlnosci rozwazai — ze i czas ma charakter zespo-
lony z=1t+jo mozemy zapisaé¢ odwrotne przeksztatcenie Fouriera

0 i

Zastanéwmy sie nad warunkami zbiezno$ci ostatniej catki niewlasciwej. Prze-
de wszystkim stwierdzamy, ze

|x,(2)] = Zi f{X+(w)e_wc]ej‘”'dw <
0

s
1 @ oo 1 ©
%f]X+(m)]e do = —Z}EJ‘IX*((O)I dw
0 0

Zauwazmy, Ze ostatnia majoryzujaca nieréwnos¢ zachodzi tylko wtedy, gdy
o= 0, bowiem dla ®w =0 mamy ¢ %< 1. ROwnie istotnym spostrzezeniem
jest to, ze dla transformaty Fouriera X(w) dwustronnej (X(w)= 0 dla ® <0)
nie znajdziemy podobnego ograniczenia z uwagi na nieokreslone zachowanie
sie wyrazenia e™®°

I B . . T
Catka niewlasciwa 5 f]XJm)[dw jest zbieZzna z zalozenia o istnieniu trans-
I
0 ,
formaty Fouriera X{(w).

Na mocy kryterium poréwnawczego zbieznosci catek niewtasciwych stwier-
dzamy wobec tego, ze

5@ = E%Zlmo)ie‘wdw < = (iv)
o= 0

Interpretujgc powyzsza nieréwnosé, mozemy powiedzied, ze funkcja x,(z) w
gbrnej poiptaszczyZnie zespolonej o= 0 jest ograniczona (nie wykazuje zad-
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nych osobliwoscei) - w jezyku analizy funkcji zespolonych - jest analityczna.
Podkreslamy raz jeszcze, ze stwierdzenie to jest bezposrednia konsekwencjg
zalozenia o prawostronnym charakterze transformaty Fouriera X, (w).

Nalezy jeszcze sprawdzi¢, czy funkcja x,(2) jest analityczna w polptasz-
czyZnie otwartej, tzn. dla o =o. Wykorzystamy w tym celu nieréwno$¢
Schwarza - podnosimy do kwadratu obie strony nieréwnosci (iv)

2

|x,(2)f = T;;I‘IXJU))IG"de <

0

”1_“ p 2 i —2wo _ E
o ‘[1)(;((0)] dw o .{e do = o

gdzie E <« jest skonczong energia sygnatu x,(f). Stwierdzamy, ze dla
o — o |x,(2)] = 0, awigcostatecznie sygnal x,(z) jestanalityczny w otwar-
tej gbrnej potplaszczyznie zespolonej.

Dia sygnatu analitycznego obowiazuje wzor catkowy Cauchy’ego pozwa-

lajacy wyznaczyé warto$¢ sygnatu analitycznego w wewnetrzanym punkcie
obszaru za pomoca wartosci tego sygnatu na brzegu C  tego obszaru

x+(z) = 23’5] f ﬂi

Rozwazmy ustalona chwile z= t € 8. Krzywa C dobieramy w sposob po-
kazany na rysunku 3.1.

Obszar ograniczony krzywa C lezy w gérnej poiplaszczyZnie zespolonej,
punkt z=¢E R jest punktem zewnetrznym tego obszaru. Korzystamy ze
wzoru catkowego Cauchy’ego

1 7 x0) 1 58
f de + f

2nj L 25y g

x,(1)

1 fx+(r)dr+ 1 f:}_(r_)
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-R

Rys. 3.1. Iustracja wzoru catkowego Cauchy’ego dla sygnatu analitycznego
Znajdziemy warto$¢ graniczng powyzszych catek, gdy zaréwno r — 0, jaki

R — . Wczesniej udowodniliSmy, ze |x,(0)] = 0 na brzegu gémej péipta-
szczyzny © = %, co na mocy lematu Jordana pozwala stwierdzic, ze

x,(E)
R-»wfg“z 5= 0

Po podstawieniu £ = re/¥ otrzymujemy w dalszym ciagu

—0 s - t r—0

lim ‘%mféi@dg} = lm—“’fx(t+ re®yde =

2n
1 1
= 5o [r0de = S x0

W efekcie koficowym otrzymujemy zaleznosc

]

%
I ®

T—t

x, (1)

Przyjmijmy oznaczenia
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fx, 1)
8, (1)}

x(f)
x(2)

- przy czym x(f) <> X(w) jest sygnalem o dwustronnej transformacie Fouriera.

Podstawiajac do zwiazku (v) rozktad x,(f) = x(f) + jx(f) mozemy stwierdzié,
ze cze$é rzeczywista sygnatu analitycznego jest transformata Hilberta jego
czesci urojonej

A 1 % x(t
x{f) = ;fti_—)_;dt

W teorii sygnaléw powyzsze zaleznosci wykorzystuje sie w niejako odwrotny
sposéb - jezeli z sygnatu oryginalnego x(7) < X(w) zdwustronng transforma-
ta Fouriera chcemy utworzy¢ sygnat x (f) < X, (w) z transformatg Fouriera
jednostronna, to nalezy wlasnie przyjaé, ze x,(f) = x(f) + jx(z). H

3.3. Sygnaly waskopasmowe

9. Wykorzystujac pojecie sygnahu analitycznego udowodnié, ze sygnat wasko-
pasmowy x(f) mozna przedstawiC jako zlozenie sygnatéw dolnopasmowych
x () oraz x (1)

x(1) = xf{f)coswyg — x[f)sinmyt (1)

Przez sygnal waskopasmowy rozumiemy sygnal pasmowy, ktdrego szerokosé.
widma W jest znacznie mniejsza od czestotliwoéci Srodkowej gy, W/wg«l;
ztego powodu sygnaly waskopasmowe sa nazywane niekiedy sygnatami quasi-
monochromatycznymi.

Wyprowadzi¢ zalezno$ci okreslajace sygnaty skladowe x (f) i x(f) w funkcji
sygnatéw x(7) i x(¢) oraz zaleznosci okre§lajace transformaty Fouriera skta-
dowych x(f) i x (). @

Transformate Fouriera sygnatu analitycznego skojarzonego zsygnatem wasko-
pasmowym x(#) mozemy zapisaé w postaci

X(w) = Uw- o)
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réwnowazng w dziedzinie czasu zapisowi
_ joo t
x () = u(r)e’™

gdzie w, jest pewnaarbitralnie wybrana czgstotliwoscig odniesienia, a widmo
U(w) jestdolnopasmowe. Zauwazmy, ze w ogdlnym przypadku widmo U(w)
nie cechuje si¢ symetrig hermitowska okreslona jako U(—w) = U*(w) (whasci-
wos¢ (2.5) przeksztatcenia Fouriera), chociazby dlatego, ze pasmo W nieko-
niecznie zostalo podzielone czgstotliwoscig odniesienia w, na jednakowe
czesci, a jezeli nawet, to i tak widmo X, (w) jest na ogél niesymetryczne.

Symetria hermitowska widma sygnatu jest warunkiem koniecznym i dostate-
cznym tego, aby sam sygnal przyjmowat wartosci rzeczywiste. Tym samym
musimy przyjaé, ze dolnopasmowy sygnat u(f) przyjmuje wartosci zespolone,
zatem mozna wyréznié w nim cze$é rzeczywista oraz czgS¢ zespolong (nazwij-
my je odpowiednio x(f) oraz x(?))

ut) = x( + jx(0
Sygnat analityczny przyjmuje wobec tego postac
x (0 =[x+ jx(O]e

Bioragc pod uwage zalezno$¢ x(f) = Ja{x+(t)}, otrzymujemy poszukiwany

jwot

zwiazek
x(f) = x(f)coswy — x(1)sinwy ()

wyrazajacy sygnat waskopasmowy x(f) za pomoca dwdch skdadowych dolnopas-
mowych - x,({) nazywanej synfazowg oraz x(f) nazywanej kwadraturowa.

Przechodzimy do wyznaczenia zaleznosci pozwalajacych na bezposrednie
wyznaczenie obydwdch skfadowych x(f) oraz x(f). Poniewaz

x, () = [x()+ jx(n)]e

jm[}z’

a wigc rowniez

X+ jx() = x0e™ = [x()+ jx()]e
Wydzielajac czesé rzeczywista i urojona otrzymujemy
x () = x(f)coswyi + X(f)sinwy

. . ii
x(f)cosw,t — x(f)sinwt (if)

x(6)
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Powyzsze dwa zwigzki pozwalaja wyznaczy¢ sktadowe dolnopasmowe x (1)
oraz x(f) w oparciu o znajomos¢ sygnatu waskopasmowego x(f) oraz jego
transformaty Hilberta x(1).

Bardziej pogladowe jest rozpatrzenie transformat Fouriera obydwGch sktado-
wych x(¢) oraz x(f)
x () + jx(f) x,(f)e 7

X(w)+ jX(0) = X (0+ w)

]

2’(]((1) + w)X(w+ w)

Korzystajac zwlasciwosci (2.15) przeksztaicenia Fouriera, otrzymujemy zwia-
zek dla widma X (w) sktadowej synfazowej oraz widma X (o) sktadowej
kwadraturowej

X (w) ’ﬂ(w + o) X(w+ o) + ’ﬂ*(—w + w) X (~o+ w)

X(w)

]

il (cw + 0,) X (~0+ ©,) - i(w + ,) X(o + o)

Po prostych przeksztatceniach znajdujemy

X+ o) + X(o- w), |o|so

2w = o]

>

!
=)

(iii)

v

Wy,

oraz

O H X e+ o) - Xo- )], |w]s o ,
X(w) = {O lo] = o (iv)

>

Zauwazmy, ze widmo skladowej kwadraturowej zanika, gdy widmo sygnatu
waskopasmowego jest symetryczne wzgledem prostej w = g, X(w=-w,) =
X(w-wy). B

10. Wykorzystujac pojecie sygnatu analitycznego, uzasadnié, ze obwiednia
e(?) sygnatu waskopasmowego x(f) moze byé okreslona zaleznoscia

el) = %0l = VRO + x(OF ()
Rozwazania rozpoczynamy od zbadania obwiedni sygnatu x(¢) = v(f)coswyt .
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Wyznaczyé obwiedni¢ sygnatu x(¢).= acosw,f + bcosw,t ptzy zalozeniu,
ze sygnal x(f) moze by¢ traktowany jako wgskopasmowy, tzn. m;=
(0 +0)2»W=w,-w,. @ :

Rozwazmy najpierw sygnat x(¥) = v(f)coswyt; niech sygnat v(f) bedzie syg-
natem dolnopasmowym, V(w)=0 dla |o| > Q, Q «w, W oczywisty sposb

obwiednia tego sygnatu wynosi e(?) = [v(f)]. Utwérzmy teraz dla sygnatu x(z)

skojarzony z nim sygnat analityczny x,(7)
x(@ = x() + jxQ@
Korzystajac z twierdzenia Bedrosiana (zaleznos¢ (i), zadanie 7), otrzymujemy
(z uwagi na przyjety w zadaniu warunek Q « w, zatoZenia twierdzenia Bedro-
siana sg spelnione)
x(t) = H{v(t) coswot} = V)sinot
Sygnat analityczny x,(f) skojarzony zsygnatem x(f) jest rGwny
x () = v(t)coswt + jWf)sinmg = v(I) elod
Poniewaz w rozwazanym przypadku

e(r) = ] = [ Ole® = [v] = [x.0)

mozemy przyjac, ze obwiednia sygnatu jest wyznaczona przez warto$¢ bez-
wzgledna skojarzonego z nim sygnalu analitycznego, a wigc formalnie

e(f) = |x(0 = VOF+ EQF

W celu dalszego potwierdzenia tego spostrzezenia wyznaczmy obwiednie
sygnatu waskopasmowego przedstawionego jako ztozenie sktadowej synfazo-
wej oraz kwadraturowej (zaleznosc (i), zadanie 9)

x(f) = x(f)coswg - x(f)sinwg
Wyrazenie to mozemy zapisaé w nieco zmodyfikowanej postaci
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x(f) = |x+(z)] = \/[xc(t)]2+ E20)§ x) COS®t —

VIEOT + BOF

VIO + BOF

smwot

W daklszym ciagu przyjmujemy, ze
x (1)
VI OF + B0F

]

cosO(?)

%)
Vi OF + EOF

sin6(f)

przy czym kat 6(f) jest wyznaczony przez sktadows synfazows x(f) oraz
kwadraturowa x(f). Otrzymujemy wiec

x(f) = e(t)[cosmyrcosB(r) — sinwysind(r)]
przy czym

e = VOF+ ROT
Oczywiscie

x(t) = -e(H)cos[wt + 8(1)

mozemy wiec przyjaé, ze sygnat e(t) = \/[xc(t)]2+ [x(OF jest obwiednia
sygnatu waskopasmowego. Z drugiej strony, jezeli

x(t) = x(t)cosmit — x(f)sinmy
to na mocy twierdzenia Bedrosiana (zaleznosé (i), zadanie 7)
x(1) = x (1) sinwgt + x(t)cosw,t
Wartos¢ bezwzgledna odpowiedniego sygnatu analitycznego wynosi
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O] = o) =VOP+ [LOF

co dodatkowo przekonuje nas o stusznosei dowodzonego zwigzku.

Przechodzimy do wyznaczenia obwiedni sygnatu waskopasmowego x(f) =
acosw, + beosw,t . Sygnal kwadraturowy jest réwny x(f) = asinw, + bsinwyt,
a wiec zgodnie ze wzorem (i) mamy

) = XOF+ X(OF = a*+ b*+ 2ab[cosw,tcosm f + sinw,tsinw (]

e(t) = \/a2+ b+ 2abcos(w, - w))t

Obwiednia jest sygnalem wolnozmiennym, poniewaz zgodnie z zalozeniem
czestotliwosci w, oraz w, niewiele rdznig si¢ od siebie. B

11. Sygnat x(f) = v(f)coswy! jest podawany na wejscie filtru pasmowoprze-
pustowego o odpowiedzi impulsowej h(f). Stosujac dolnopasmowsg reprezen-
tacje (zaleznosé (i), zadanie 9) odpowiedzi impulsowej h(f) ©
h(t) = 2h(f)coswyt — 2h(f)sinwt
udowodnié, ze sygnat wyjsciowy filtru jest dany zaleznoscig
) = [h(0) ¥ v()]coswyi - [h(0) % y(£)] sinwyt ®
Obliczenia prowadzimy w dziedzinie czasu. Sygnal wyjsSciowy filtru jest

réwny splotowi odpowiedzi impulsowej A(f). oraz sygnatu wejsciowego
x(t) = v()cosmyt

y(t) = K1) % [v(t)coswyt] = jh(r) V(1 - T)cosmy(f — t)dt

—%

6) Wspdlczynnik liczbowy “2" zostal wprowadzony do reprezentacji dolnopasmowej w celu uprosz-
czenia dalszych rozwazan.
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Rozpisujemy wyrazenie podcatkowe, korzystajac z dolnopasmowej reprezen-
tacji odpowiedzi impulsowej

¥ = Zj‘[hc("c) cosw,t] [V(f - T)cosw(t - T)]dt ~

-0

- 2}[115(1) sinw;t] [Vt - T) coswy(f - 1) ]dt

—0G

Korzystamy z tozsamosci trygonometrycznych

¥() = coswy f h (vt - T) [1+ cos2wm]dt +

X o«

+ sinw,! f h (x) v(1 - T)sin2w tdt — cosw,t f h () v(t — T)sin2wytdt ~

—c0 -0

— sinwy f h(t) v(t - 1)[1 - cos2wt]dt
W powyzszym wyrazeniu wystepuja catki typu

[ Th()cos205T] Wt - Ddt = [ A1) cos2mqt ] % (1)

—

Warto$¢ ich jest réwna zeru, gdyz odpowiadajg one iloczynowi roziacznych
widm - sygnal v(¢) jestdolnopasmowy,sygnat £ (f)coswyt jest waskopasmo-
wy, o widmie skupionym wokdt czestotliwosci 2m,. Uwzgledniajac te spo-
strzezenia, otrzymujemy ostatecznie

y(t) = coswy f h () v(t-Tt)dt - sinwyt f h(T) V(1 —t)dt

y(o) = [h(t) ¥ v(t)] coswyt — [h1) % v(1)] sinwt

Ostatnia zalezno$¢ stanowi dolnopasmowa reprezentacje sygnatu wyjsciowego
filtru i sugeruje, ze Srodkopasmowa filtracje sygnatu z modulacja amplitudy
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v(f)coswyt mozna zastapié ztozeniem dolnopasmowe; filtracji sygnalu modu-

lujgcego v(t) oraz modulacji amplitudy z wykorzystaniem sygnatu wyjscio-
wego filtru. B : :

12. Sygnat dwuwstegowej modulacji amplitudy (Double SideBand — DSB)
Jest okreslony jako @(f) = x(f)coswgt, przy czym x(t) jest sygnatem modulu-
jacym, zazwyczaj dolnopasmowym, a wy — czestotliwo$cia nosna. Zgodnie
z wlasciwoscia (2.12) przeksztatcenia Fouriera transformata Fouriera sygnatu
DSB wynosi ®(w) = 2 [X(0 - o) + X(w+ w,)]. Wada modulacji DSB
jest podwojenie szerokosci pasma przesylanego sygnatu, a przeciez nie jest to
konieczne, bowiem wstega dolna sygnatu DSB jest zwierciadlanym odbiciem
wstggi gbmej. Wykorzystujac pojecie sygnatu analitycznego udowodnié, ze
sygnal modulacji jednowstggowej z wykorzystaniem wstegi gornej (Single
SideBand — SSB) wyraza sie zaleznoScia

o(t) = x(f)coswyt — Xx{f)sinwyt )

Wyznaczy¢ przebieg obwiedni sygnatu modulacji jednowstegowej. @

Stosujgc pojecie sygnatu analitycznego, mozemy zapisaé widmo sygnatu mo-
dulacji jednowstggowej w postaci

(I?(w) = %XJF(m - w,) + %X+*(—co - w,)

Konstruujac widmo ®(w) sygnatu modulacji jednowstegowej, nalezy pamie-
ta¢ o tym, ze sygnat @(f) « ®(w) jest rzeczywisty, a wiec jego widmo powin-
no spetnia¢ warunek (2.5) symetrii hermitowskiej ®(w) = ®’(-w) - i tak jest
w istocie.

Korzystajgc z podstawowych whasciwosci przeksztatcenia Fouriera, wyznacza-
my odwrotng transformate @(f) < ®(w)

1 - o, 1 " ~fo, jo t
q)([) = ‘2‘),+(t)e] 0[ + “2')v+(t)e) Dl = 910{1&([)6" 0}

DSB

SSB

) W, w®

Rys. 3.2. Widma sygnatéw modulacji amplitudy dwuwstegowej DSB oraz jednowstegowej SSB

Pamietajac, ze x(¢) = x(£) + jx(f) otrzymujemy ostatecznie czasowa postac
sygnatu jednowstegowej modulacji amplitudy (z wykorzystaniem gérnej wstegi)

() = %{ [x(2) + jx (0)] [cosw f + jsinmot]} = x(f) coswf ~ X (f)sinwy

W podobny sposOb mozna pokazad, ze postaé czasowa sygnatu jednowstego-
wej modulacji amplitudy z wykorzystaniem wstegi dolnej jest rtéwna

o(t) = x(f)coswyt + ;c(t)sinwot



Obwiednia sygnalu jest rtéwna modulowi skojarzonego z nim sygnahu anality-
cznego (zaleznosé (i), zadanie 11) - tworzymy wiec sygnat analityczny odpo-
wiadajacy sygnatowi modulacji jednowstegowe;j (i) '

0.0 = o) + jo() =

= [x(2) cosoot + x(f) sincot ] + jH{x(t) coswyt + x (1) sinmot}

- Twierdzenie Bedrosiana (zalezno$¢ (i), zadanie 7) pozwala na dalsze prze-
ksztatcenie

@, ()= [x(2) coswyt + x (£) sinwyt ]+ [x(2) sinw,t — X (£) coswyt ]

Korzystajac z zaleznosci okreslajacej obwiednie sygnatu e(t) = |g,(t)] oraz
wykonujac proste przeksztalcenia trygonometryczne stwierdzamy, ze

e () = VIxOT + xOT

Obwiednia sygnatu modulacji jednowstggowej nie jest proporcjonalna do
samego sygnatu modulujacego, co komplikuje procedure demodulacji tego
sygnatu. B

13. Sygnat analityczny x,(¢) = x(t) + jx(¢) skojarzony z sygnatem x(2)
mozna zapisaé w postaci wyktadniczej

x,(8) = e(t)e™

gdzie e(7) =|x,(1)] jestobwiedniq sygnatu x(¢), a I'(§) jego katem fazowym.

Mozna udowodnié, ze réwniez sygnat
Inx (1) = lne(t) + jI(1) (i)

jest sygnalem analitycznym. Wykorzystujac zalezno§¢ (i) udowodnic, ze spet-
niony jest zwiazek

x5 = e(l)cosH{lne(t)} (ii)

pozwalajacy okresla¢ chwilowe wartoci sygnatu x() poprzez wartosci jego
obwiedni e(t). @
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Zgodnie z zatozeniem sygnat Inx,(¢) jest analityczny, a wiec jego czg$¢ uro-
jona I'(t) jest transformata Hilberta czeSci rzeczywistej Ine(r)

() = Hine()) (iif)

Z drugiej strony wiadomo, ze x(f) = Re{x,()} = e(f)cosI'(¢). Biorac pod uwa-
ge zalezno$é (iii), otrzymujemy poszukiwany zwiazek. B
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